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Avant-propos

e5 Nouveaux Précis Bréal sont concus pour apporter aux étudiants des classes préparatoires
wne aide efficace dans lewr travail.
Ils ont pour objectif de dégager, 3 travers des énoncés varids et classiques, les méthodes qui
permettent la comstruction progressive et raisonnée de la solution dun exercice ou d'un
probléme. Cest pourguoi il est souhaitable de les utiliser tout au long de [année, parallélement 3
l'acquisition des connaissances.
Les exercices proposés ont été sélectionnés pour leur représentativité : ils permettent de présenter
I'ensemble des méthodes et des raisonnements qui, une fois assimilés, doivent permettre de
risoudre, sans trop de difficultés, des exercices analogues.

Ce volume traite l'ensemble du programme de physique de premigre année MPSL.

Chague chapitre propose une série d'exercices structurés dont |a solution est trés détaillée,
suivis de quelques exercices comigés de réinvestissement.

Chagque exarcice de la premidre catégorie est caracbérisé par :
s Un Enonck constitué de questions progressives ;

s « Ce qu'il faut saveir » : |a liste des connaissances - en physique (« Points de cours =) et
parfois en mathématiques (« Outils mathématiques ») - nécessaires pour trafter Uexercice ;

o « Ce qu'il faut comprendre » : 'analyse qui propose briévement les chemins & suivre pour
répandre efficacement aux questions posées. Cest un moment essentiel dans la recherche de
la solution : assez bréve, 'analyse doit précéder la mise en ceuvre des calculs. Il nous parait
trés important que la recherche de la solution passe systématiquement par cette &tape. Il n'y
a rien de plus stérile que de se lancer dans les calouls sans saveir de fagon précise dans guel
but ils sont entrepris...

e [ solution proprement dite dans laquelle sont souvent rappelés et développés quelques
« Points cours » dont une bonne compréhension est indispensable. Des « Points méthodes »
{sur fond grisé) permettent d'affiner la réflescion © il s'agit soit de mises en garde afin d'éviter
une ermeur fréquente de raisennement, soit le plus souvent d'explications supplémentaires
justifiant le choix d'un théoréme ou la pertinence d'un raisonnement. Des « commentaires »
conduisent & une discussion des résultats obtenus et & une vérification de leur cohérence
(recherche de cas ou de valeurs limites, approches différentes pouvant donner un autre
clairage...). Ces commentaires jouent un rile comparable & Uanalyse, mais cette fois apris
le développement des calculs : c'est une forme de contrile des résultats obtenus.

Analyse et discussion, qui sont finalemant les deux points les plus importants pour le physicien,
sont aussi sans doute les Etapes les plus difficiles 3 mettre en ceuvre, mais leur bonne prise en
compte facilitera considérablement la construction dune solution structurbe (et exacte...) de
chaque exercice.

Mous espérons que cet ouvrage aidera les étudiants dans cette voie, dans la perspective d'une
réussite aux concours. Nous accueillerons avec reconnaissance les remarques et les critiques des
lecteurs, qui peuvent nous étre adressées par courrier électromique 3 Uadresse suivante :
infos@editions-breal.fr,

Les autewrs



Sommaitre

Mémento de mathématigues . ... ... .. ... ... ... iiiiieoirineaosraai st e g

PARTIE 1

Chapitre 1 Mécamique 1.. ... . .. ... .. . .. .iiiiieciinaiiiiaieiaeiaaas 29

* Exercices avec solution détaillée
101, Risque de colliion su Feinsge . ... ..o e e eniueeeaneiiuesessaassssss 30
102, Projectile soumis au froktement de Uair, . . .0 .0 0w v v s merrnnnnernnononans 3z
103, Deux mouvements sur la méme trajechiifg. . . . .o e e e o soe e oo sesosiseeesiss 35
104, Pendule simpde . . . . .. oo oo v iy v u ot s st n ot s mm et s e n s s s e r s i s aas 19
Pen A PP ¥
106, Enroulement d'un Al suruncylindre. . ., ..o v v o i s v s s s v bannnrnaan L
107, Anneau coulissant sur un cercle, Analyse de portraits de phase . . ... ..o ... 4B

* Exercices corrigés

108, Ralentissement dune voiture . : ; 54
109, Mouvement sur un axe dans un champ gravitationned . . . ... ... .0 v o nwvnann 55
110 Particule dans woe cuvette 57

Chapitre 2 Electrocinétique 1........... ... .ooiiiiiniiiiiiiineenn. 65
A - REGIME CONTINU

* Exercices avec solution détafllfe
01, Intensité dans une branche EE
202, Awsociation en parallile , . s e M
Mﬂﬁéﬂuﬂﬂeﬂmﬂmﬁme 72
204, Résistances dquivalentes . T T T T T T T T - |
* Exgrcices corrigés
205, Générateurs ou FECBPreUNS. . . . . o o o ou oo o v s s s e e s s e s s e s s a s BO

206 Violip délectrifiée . . ... .. .00 o e vy e i e v s, B
B - REGIME TRANSITOIRE

* Exercices avec solution détaillée
211, Bilan d'énergie . s IR . ||
212, Conditions 1|11|:|ale.r. - ::nnmtmns d éthhre ............................ Gl
213, Deux bobines en paralléle. . QO N AR AARNA AN AR R A R A O R AR
214, Circuit LC réel en signaus i:.an'éi ................................... 106
* Exercices corrigés
im ipn de résistance, . AL . 113
216, Attague par un générateur 3 tarar:té-nsthue re::tangula.1re .................. 118

Chapitre 3 Optique géométrique .. ........... ... .........................128

» Fxercices sver solution détaillée
301, Prieme § réflecion totale, .. . .. .. ..., . . . . . 126
302, Doubleur de focale 127

4) wrst



303, Association de deis lentilles 131

304, Miroir BguivalBmt . . . . . p i i s i s i e s e i b s g s s s asas s s s s 137
* Exercices corrigés

305, Viseur. L LA LA LU A e i 139

306, Association de dews mirairs 144

307. « Mise au point » pour un ohjectif photographigee . . ... cv v i e e asaceesas 146

308. Etude sommaine dun MiCTOSC0PE. o . ot v u i i a e aaniaaaaaaaaa 15]

PARTIE 2

Chapitre 4 Electrocinétigue 2..... ... ... ...00iiiuiie i iinsnns. . 153

A - REGIME SINUSOIDAL

* Exercices avec solution détaillée
401, Géndratenr sinusnidal 160
£02, Chreyiik BIC 157
403, Sonde adaptée pour osCilloSCopPe. - o . e i i i i e e s s s 164
a0%_ Foorti i 1 fact 175
&05, Adaptation dimpERANEE . .. .. v n e h s e e e b e d e s ae s aa s e 187

* Exercices corrigés
&06. Deux branchesenparalléde. . . . .. oo c i iin i c i iin i iincannaaaevaa 191

407, Pujssance consammés 144
B - FILTRES ACTIFS ET AUTRES CIRCUITS AVEC AMPLIFICATEUR OPERATIOMMEL
& Eyareiras svec snlution détaillés
411, Filtre de Butterworth. . . AL L PP L P L P 1 |
4§12, Amplificateur différentiel, . . v o0 v v i s a e 208
413, Simulation dune inductancs 215
414, Condition de fonctinnnement &un fHltre Pk
* Exercices comrigés
415, Filtre o entirement e réglable L ... ... i i i s am s ar s aa e g
416, Dérivateur 228
Chapitre 5 MECANMIQUE 2 .. .. ... ...t et et eaee e ee et eeaseennsnnnnnnnnnnn 233
A - OSCTLLATFURS
* Exercices avec solution détaillée
501, Association de deus ressorts 234
502, Dérollement dine mates 7137
503. Oscillateur harmonigue amorti @ temps de répomse - Sélectivitd. . . .. ... ... 240
# Exercices corrigés
S0, VIDTOGRARRIE . . o o . & v v v s s e bbbt e b b s m e e s s s e s e R s 8 b4 B 2
505, Pendule o amort » 50

Sommaine Cﬁ



B - FORCES CENTRALES ET SYSTEMES DE DEUX POINTS MATERIELS

8 Fesrcices gyvec solution détaillés
511, Demt-ellipse ditedetransfert . .. ... ... iuervwnocnoouaenssssannany 250
512, Ecart § la satellisation sur oebite circulaire .. ... .00 L. 261
513, Cométe quasi-parabolique de 1B43. . .. .. ... ... vuocciausaeromnsassans Fhi
514, Trapectoires de mebEOrtes, . . o v v e v i e e cvinnccosanensssssnssns 267
i 272
iLE..EﬂﬂdJﬂﬂﬂ:_dLmﬂllmnun T8
7. A i m
* Exproices cnlﬂgl.-s
518, Interaction coulombienne repulsive . .. .. .00 i e e B2
519. Héwnretmmntunnugeuuunse P < 14
G20, Marbag, f e e ieiaoay Faz

C - CHANGEMENTS DE II.EFEII.EHTIEI.S

* Exprcices avec solution détaillée
521. Rebond d'une balle sur un obstacle en movement . . .. .o vevecevnn e vnea J00

522, Travershe dune i KTk
B2, Traversde dUne FvIBIE . . . . ... it i s sansrsoanoresnnonsoreasssssns 05
524, Roulement sans glissement dune rowe . .. .. .. v v s neriusnavinaanssnsaa 31
525, Courses poursuites ; « les quatre mouches » .. .. .0 inerrinnerirssssssins 316
526, Gerbe de feu dartifips . i
527, #enluLeapparent=5urunman19t T T 5 |
S28. Interaction rpulsive . v v v s s nr s a s s a s EE s 325
* Exercices corrigés
520, Point matdriel sur une SpMEre . .. . i i a e e s iaa s eesscssaias 130
531, Point matériel sur un cercle vertical tournant 137
532, Deus masses Bles parun Rl _ . .. ... .., . aar e e 340
533, Systime couplé de deus mMEsSes. . .. ... e s saa e ea s asee. 4D
234, Pendule double 161

¥
D - MOUVEMENTS DANS DES CHAMPS E ET B

* Exercices avec solution détaillée
541, Mouvement dans un champ magnétique d'un électron soumis 3 une force de freinage 356
542, Spectrographe de masse ., . oo v v v r i ss s r s s nrae s F5D

* Exercices corrigés
543, Stabilisation par champ magndligue. . . o .0 iy e e a el J6
Sk, Dpbigue Bleckromigue . . .. oo v i i i it s e s e e it ima b s snn s ns st et 368
b, Lentille magnthque. . . . .. .ot i e e e a e ewasreaeaacneann 72
Chapitre 6 Thermodynamique ...... . ..... ... .. ... ... .................... 379

A - HYDROSTATIQUE ET GAZ PARFAIT
= Exercices avec solution détaillée

BOT, Baramelig o o v v v ww e e e b s s e R s s e R e e e E R e e e R s e e s 3B0
602, Cone au fond dun récipient . . . . ...t e i i i i b e m e aae ey 384
603, Ballons ascensinnnels 1ER
Gk, EFfUSIOn par um BP0, & . o v v o i i v v m b b a e b e it b e e s e n e ae e sy 353

o) s



= Exercices corrigés
605, Cloche renverséa. . . ...

606, Retenue d'eau par un bamage
&07. Pompe aspirante et refoulante

............

B - BILANS D'ENERGIE
» Exercices avec solution détaillée

611.

Equilibre mécanique ~ Eguilibre thetmique . .. ... oo eriicinnnrrrannnsnns
612, Transformations palytropiques
613,

Evolution d'un gaz réel . ... ...

614, Remplissage d'up résemddir. .o ..o o v

* Exercices corrigés
615, Détente irréversible d'un gaz parfait .. ...

616, Chauffages dun gaz

C - BILANS D'ENERGIE ET YENTROPIE
& Exarcices avec solution detaillde

B21.
&22. Solides en contack thermigue

Compression d'un gaz parfait

. 396
394
401

. 407
410
oo 413

. 418

. 423
426

&30
433

623, Variations dentrople dun gaz. . . oo v v v anrraaa s arrr s e $30
s Exercices corrigés
624, Evolutions adiabatiques dun gazparfait . ... ... ... ... e iaannns 440
825, Evolution irréversible - Evolution réversible . ... ... cvvvrinnnrainnneaas 445
626, Optimisation dun COMPIESSEUT . . . . . v o v susr oot asasssasnssansnssnssss e
C - CORPS PUR DIPHASE
* Exercices avec solution détaillée
631 Vaporisation dams le vide, . o ... i st o s s s os s anabatasnssnasnaaan s 454
B 1 =TT 451
633, Evolution isenthalPigue. . . .. oo v v v iermaniansriansnsaassranasss 460
B3, Point triple . ... oot iaec i inaaneasaanustasaovananasmaansananssa 44
= Exercices corrigés
£35. Eau liguide en équilibre avec Sa vapeur . o oo evrnnnnvaaanrnanarrranses 68
636, Detente entropique de vapewr saturante .. .. ..o i i a i a s 6D
637, Condensation = Surfuston ... ....oiirnnrrrannrnnanernnresanrrnnsn 473
638, ¥Vaporisation A Tet Pvanables . .. ........ . a4ld
D - MACHIMES THERMIQUES
* Exercices avec solution détaillée
B%1. Machines dithermes : [es trods cas nbéressants . ... .o v v iiniininnnnnaannn 4EBD
642, Cycle réversible - Cycle iméversible . . ... ... oo iiinnrrinarionnnns B4
B3 Cycle de Jowde . . ... e eriunmarsanaassaanaronanarsananrmansns 4EE
T I 4T 453
B45. Pompe dchalewr, . ... . n it i i s e e e SO0
BB, Moteur DHesel. . . oo o v it in e h i e s amrssaacn i onanssanasnsaancsannns 500
* Exercices corriges
647, Moteur avec sources & températures varables. . . ... ..o it i i S04
B&B. REfrigérateur et pompe & chaleur imparfaits . .. ... ..o i v i i i iennenina. .. SOB

Sommaine CT



G485, Moteur 3 explosion .. ...vvvieniinranirmaannrsaan
m‘mrl-m PRSP+ 8 F P+ +1 " FF++1 88 fFpagen
651, Centrale électrique nucléaire. .. ... ........coccnr-n-

A - ELECTROSTATIQUE

Exercices avec solutlon détalllée

mtmumm FE4 48 EEPIYJEENyRAaEELREaE
T03. Demi-espace chargé. .. ..... e P fa e s aanes

707. Paoint de champ nul . .

=rEraa=éEuTAaEERW

P+ 8 FF++85FF+

g2
o

L

L R A ]

C O A A

Ep Ha 3 EEERRYAE

AL 4E 88 F44+88F

= Eprre==surane=i

&% EreEg

mwﬁuhmlﬂimdﬂuwfminﬂm

B - MAGNETOSTATIQUE
Exercices avec solution détaillée

TlLE’hdmuT'!llll“l'i lllll +nd b b+t d bbb+ +d bt i ARt FAd PP rRAD
?lamﬂmi"h‘fiilII“"‘I‘IlrI“l“l“lll‘|‘++‘|II‘I‘+'|'|II‘++‘|‘|II'I'++III‘I“l“l‘lll
713, Soléncide en forme de tore. . .. ... ovvrnnnnranannnns
Tid Ligne de champ. . o v oo vvnvvvinnnses N

= Exercices corrigés

lllllllllllllll

FRE 3

Tl!ﬁtm“u'm“mp lllll +nn hbhd+rdd o b++dnbbddddab+-++dibF++d in

Copyrighted material



Rappels

de mathematiques




Memento

1@ MP5I

Expression approchée d'une grandeur physique

On supposera dans ce mémento que toutes les fonctions que I'on manipule sont hon-

nétes et fréquentables par un physicien, c'est-a-dire continues et dérivables autant que
les nécessités de calcul exigeront,

Dérivées
* Dérivée premidgre | f'(x) = JimnfLﬂ:‘M

« Dérivée seconde | f"(x) = hlirndru * h;: =f (%)

Le .. . . dy d¥y : . .
physicien préfére les notations Ix' a1 Powr les dérivées respectivement premidre
et seconde par rapport 4 x de y.

, . 3
I utilise parfois la notation y pour %{ et y pour 3—5

miére el seconde par rapport a ¢ de ().

dérivées respectivemnent pre-

* Dérivées d une fonction composée

La dérivée par rapport & t de la fonction y[x(t)] se met sous la forme :

dy _ dydx
dr  dxdr

» Dérivée d'une fonction réciprogue

Soil x{y) la fonction réciproque de w(x), ona ﬂl’ =

Différentielle

Soit fune fonction décrivant les variations d'une grandeur physique dépendant de x.
Considérons une variation dx de x. On pote df lapplication différentielle de [ au

point x, ou « différentielle de f », d"expression| df = f'{x)dx

La différentielle est une expression linéaire de "accroissement dx de la variable ; géo-
métriquement, elle donne I'"équation de la tangente i la courbe ¥ = f{x) au point de
coordonnées (x,, flxg)): df = y = flxg) = 02 = x,).

Développement de Taylor

2 n
fixg+ h) = flxy)+ %f’{xﬂ} + %f"{xnﬁ e %fﬂ*'{xﬂj + h*e(h)

avec lim e(h) = 0. 5i 'on considére Vaccroissernent Af = flx, + h) - fix,) de la

b o=n i}
fonction | depuis le point d'abscisse x, celui-ci est donné, en premidre approximation
{¢'est-i-dire pour h petit) par la valeur prise par la différenticlle.



Approximation des grandeurs physiques
Le développement de Taylor va nous étre trés utile en physique.

En effet, le physicien élabore des « modéles », correspondant & un comportement
« idéal » pour lequel il existe des lois simples.

Lexamen des écarts a ces lois, lorsqu'ils sont mesurables, permet d'accéder 4 la con-
naissance du phénoméne complexe,

Exemples

Flectronique : AO idéal = lim AO réel lorsque p — ==

avec U coelficient d'amplification de 'AD,

Thermodynamique : gaz parfait = lim gaz réel lorsque P — 0.

Mécanique newtonienne d'une particule de vitesse v: domaine de validité lorsque
v <= ¢ (vitesse de la lumiére dans le vide).

Optigque : propagation rectiligne de la lumiére dans un milieu homogéne : domaine de
validité A << R (A = longueur d'onde, R rayon du diaphragme). C'est I"approxima-
tion de I"optique géométrique qui permet de négliger le phénoméne de diffraction par
le diaphragme.

Dans certains cas ['utilisation du développement de Taylor-Young permet de modéli-
ser le phénoméne au voisinage de x;,.

* Approximation au premier ordre

Elle est obtenue en négligeant les termes au-dela du 17 ordre.

On approximera f{x) par flx,) + (x—x,)"(x,) soit ax+ b,

C’est I'approximation linéaire du physicien : la courbe est remplacée par sa tangente.

« Approximation au second ordre
. ' I -
On approximera f{x) par flag) + (x= x50 (x5) + E{.ﬁ: - % 1 (x4 )

soil oex® + Px + . Dans ce cas, la courbe est approximée par une parabole,
Souvent, nous nous raménerons au développement de Taylor-Young au voisinage de 0

fix) = ﬁﬂ}+%f"{ﬂ}|+'§—?f"’{ﬂ}+ -~-+':—r:,|"“”|{ﬂ}+x"e{x} avec lim g(x) = 0,

x =0

Les développements suivants doivent étre connus (on se limite en général au second
ordre) ; 8'il faut poursuivre, on reprend la formule générale.

2
(1 +x)%=1+ ox+ o e~ 1}‘%... avec ¢ positif ou négatif, entier ou fractionnaire.

sinx = tanx = x... {les termes suivants dans les deux cas sont du 3° ordre).
? 2

X xt
=|]_—... 1 I+ F o e p——— -'::1+- fo— s
CO8X 3 n(l+x)=x 5 [ X 3

Le physicien choisit d"approximer le résultat 4 un ordre donné et ne tient alors plus
compte des termes suivants.

Exemple : champ de pesanteur g{z) au voisinage du sol terrestre.
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2
Expression générale de g(z) = £ - [R%] .
Z
Cherchons une expression approchée au premier ordre pour z << R de:
2

1 - 2
O P T e e

=

R

Ainsi au sommet du Mont-Blanc (4 807 m), en prenant g = g,, on a une incertitude
relative de 'ordre de 1,5 - 107,
Rassurons immédiatement ceux qui sont génés de ne pas avoir pris le terme d'ordre 2.
Un calcul rapide lewr permetira de trouver :

gz =g, - (i -+ —] ce qui ajoutera une incertitude relative de 1,7 - 10-%,

On remarquera que le terme d'ordre 2 est trés inférieur au terme d'ordre 1.

Ce résultat est trés général : dans le développement de Taylor-Young, le terme d'ordre
n est inférieur au terme d'ordre (n—1), ce qui justifie en physique de prendre un
nombre trés limité de termes (souvent en fonction de la précision souhaitée, en
n'oubliant pas que le physicien n'a aucun besoin d'une précision de calcul qui serait
supérieure a celle de ses mesures !,

Résolution de quelques équations différentielles

Préliminaire : primitive d’une fonction
soit F une primitive de f,

Elle est définie par | F'{x) = fix)

F(x) - F(a) = _{:ﬂu}du

Le physicien qui ne veut pas s'embarrasser de précautions d'écriture écrira le plus
souvent :

F(x)— F(a) = rﬂ;}dx

Equation différentielle du premier ordre a variables séparables

Ce sont des équations du premier ordre pour lesquelles on peut :
— résoudre en x'(t) £i(t) = % = filx. 1)

= el séparer les variables h{x}gd‘—f = g(r)

par intégration par rapport & ¢ (on recherche une primitive H de het G de g)
Hix) = G(t) + cste.



Soit x; la valeur de x correspondanta t =

H(x) - H(x,) = G(1) - G(1,)

5
Exemple : soit une particule de masse m soumise 4 son pouls P = n:g:-:: et i la résistance

de I'air modélisée par la f{::n:c_;‘? = —?Lv"-u_:. On obtient ma = md—: = nig— v par

projection de la relation fondamentale de la dynamique sur I'axe z°z. On peut séparer les
deux variables v et ¢ en mettant I'éguation sous la forme :
mdv di

mg — Avl

Le premier membre n'est fonction que de v, le second que de . Il suffira alors de trou-
" mdy

v g — Avt

ver la primitive de chaque membre, soit pour le premier membre et pour

)
le second | di avec v la vitesse a l'instant £,

fs

Equation linéaire du premier ordre i coefficients constants

La forme générale est | ay'(r) + by(r) = h(t) | (E)

On appelle équation homogeéne I'équation sans le second membre :
ay (th+bylt) = 0

I'équation homogene est & variables séparables car on peut écrire :

yiy b ~ -

A G (1) = Ae T

yiry  a h
La solution générale de I'équation compléte est la somme de la solution générale de
I'équation homogéne et d"une solution particuliére de I'équation compléte.
1l ne reste plus qu'a trouver une solution particuliére de (E) (peu importe laquelle, la
plus simple fera affaire !). .
— 5i la fonction  est une constante notée ¢, une solution particuliere est y, = 3
— 5i h n'est pas une constante, « on se débrouille » comme on peut pour trouver une
solution particuliére. C'est assez simple pour les fonctions polyndmes en " et pour les
fonctions sinusoidales ou I'on peut procéder par identification.
Soit y, cette solution particuliére.

On arrive alors a : #t) = (1) + Ae

ol A est une constante & déterminer a partir des conditions initiales,

Dans tous les cas, pour une éguation du premier ordre, se rappeler qu'il y aura une
constante i déterminer.

Equatiun différentielle du second ordre linéaire, & coefficients constants
ax™ () + bx"(0) + cx(1) = fi)

De la méme maniére que pour les équations du premier ordre :
la solution générale de I'équation complite est la somme de la solution générale de
I"équation homogéne et d'une solution particulitre de "équation compléte.
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Si [ est une constante d, la solution particuliére est évidente, C'est x = E Sinon, en

général, des considérations d'ordre physique donnent une solution paf‘liclﬂiéte (la
plupart du temps, elle représente le régime permanent qui s'établit pour  suffisam-
ment grand).

* Résolution de |"équation homogéne

Soit ax" (N +bx"(D+cex(t) = 0 (1)

On cherche alors des solutions de la forme x(f) = Ae®™ oht A, e T (ov ) car les
mathématiciens montrent que la solution la plus générale est une combinaison linéaire
de deux solutions de ce type.

Recherche des valeurs de @ : x"(1) = cAe® et x"(1) = a!Ae™,

En reportant dans (1), il vient : Ae®™{aa* + ba+¢) = 0.

Léquation du second degré dont a doit étre solution est dite « équation caractéristique »,
[l y a trois cas possibles :

1. Diiscriminant positif soit b — d4ac = 0
Il y & deux solutions o, et o, dans B, on a donc

=A™ 4 Be™ | ActBe R.

2, Discriminant nul soit b - 4ac = 0
Il v a une racine double o dans B et dans ce cas :

x={A+Brje" | AetBe R,

{C'est un cas limite, physiquement sans grande signification. )

3. Discriminant négatif soit b? — 4ac < 0

—btifdac-b*
2a
(On note i le nombre complexe tel que i* = ~1.) On a alors :

Il va deux solutions @, et @y dans C: @ =

x=Ae 4+ Be™' | ActBe C.

Seules des solutions réelles peuvent avoir une signification physique, o, et o, éant ima-
ginaires conjuguées, on peut poser @ = = A+ i et dans ces conditions, les solutions
xf 1) réelles sont de la forme

x = e M(C cosmr + C,sinwr)
= DeMcos(wt + §)
= D'e*sin(wt + §)
. e ' ' _ b , _ dac- M
CLCpD D00 eR (A= et |of =2

[l ne reste plus qu'a ajouter une solution particuligre de I'équation différentielle initiale
et i déterminer les valeurs des constantes, i I'aide des conditions initiales. ..

Dans tous les cas, pour une équation du second ordre, se rappeler qu'il y a deux
constantes 4 déterminer,




Eléments de calcul vectoriel

Produit scalaire de deux vecteurs
= Définition — expression
o Y .
Soient V, et V, deux vecteurs non nuls de composantes respectives (X, Y, Z,)

(X4, Y5, Z,) dans une base orthonormée ( u_: E:, u_}:]. Soit o 'angle orienté des vec-

— —
teurs ¥, et V.
— —
1'|'r|' 3=V|VJ(DSQ=HLKI+ T.YI‘PE.E;
* Propriétés
= Module du vecteur V
b 3
V.V=V

doi |V =0+ 47

3
— Composantes du vecteur V' sur un axe

- =

En remarquent que lorsqu'on éerit V, -V, = V|V, cosa, V,costt représente la pro-
—3 — -»

jection de V', sur la direction de V', la projection de V' sur un axe Ox (resp Oy, Oz}

e = e
de vecteur unitaire u, (resp. w,, &, ) sécrnt:

5 S -
vr =Y. i, :‘I.-"
5 o=
(resp. V, = V-u, et V,=V-u] / -
. T v x
- -Drrhugﬂnﬂ.l':ré de derix vecteurs W, £

- = — —

- Dérivée d'un produit scalatre

= )
8V, et V, sont fonctions du temps, alors :

— 2
(V- Vil= =V, 4V, —

d
de

L -
Consdgquence : soit u un vecleur unitaire
+ =+

e = =1
=
dut + du
= 2u-= =0,
e -
5
du =+
Le vecteur "N est orthogonal au vecteur u.
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- Propriétés métriques dans les triangles

—3 —  — A
BC = BA+ AC

— —
BC! = BA'+ AC!+2BA - AC i

BC? = BA®+ AC? - 2BA - ACcosx

Produit vectoriel de deux vecteurs

Y

* Définition : soit V| et V, deux vecteurs non nuls, Soit o angle orienté des vecteurs
— =

V, et V,.

R S = -

V = V, AV, est un vecteur orthogonal au plan défini par V| et V,, orienté de
—3 -3

telle sorte que (V,, V,, V) forment un triedre direct, de module V|V, |sinal.

= Autres méthodes pour définir le sens :

- régles des 3 doigts de la main droite,
— tire-bouchon de Maxwell.

+
v
-» - —
!i"ﬁ-’=\"|n\"2
L
—3 —3
o
vy Vs
* Propriétés
—  — [ —
- VI,\V_!:-‘I."I..'-.,VI
= = = —= 3
|V, colindairea V, =2V, AV, =0

. . - —3 =3
~ Soit une base orthonormée directe (u, u,, u,)

-5 = — -+ — e I T —
My Ay = Myl ulnn,—ul. My A My = W

7 - =
- Composantes de V dans une base cartésicnne I{uI. 1 Uy)
En utilisant les propriétés énoncées plus haut :

— =
\l’ = f-.VE = l[‘lnl H_..+1|.'r u -|-"'.F”u4]nl["|."hux+\" u +1|"“u,}|

4



-+ =
(X, Y, 20, (XY, Z,) étant les composantes respectives de V, et V, dans la

-+ =) =
base {u,, u,, u_).

On peut remarquer que chaque terme correspond respectivement aux déterminants
2l

Y, Yo |2, & |X, X
Ly 2y ' LR ' Y, v
- Moyen mnémotechnique

— ¥
Ecrire les composantes colonnes des vecteurs V| et V,

AT On obtient le 1¥" déterminant (composante sur u-:] en barrant la
Y, Y, 1™ ligne puis les autres par permutation circulaire.
Z, %4,

= Dérivée d'un produit vectoriel

- _i _i .
51V, et V, sont fonctions du temps

— —
d = = dv, = = dV,
d—I{VlﬁVJ]=—rﬂVI+V1n—T
* Calcul de I"aire d"un triangle ABC
A(ABC) = %ﬁBHACIsinul
= =
Produit mixte de trois vecteurs
» Diéfinition
S — —_ = —3

soit V. V,, V) trois vecteurs. Le produit mixte (V' , V,, V) est défini par :

— —= @ —% —F —F

q
(Vi Vi, Vil =V - (V, a V)

* Propriétés

= = = =+ = =+ —= —
Vi-l[ﬁ"zh\"_i]={"h"|n\"z]-V5=VI-I{V!AVt]

Le produit mixte est nul si deux vecteurs sont colinéaires ou si les trois vecteurs sont
coplanaires.
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Systémes de coordonnées et bases

Soit un point M étudié dans un référentiel . On munit & d'un repére d'origine O,

d’axes orthogonaux Ox, Oy, Oz

Base cartésienne

Z|

,_
Q
L)

O [
b

S
Il est utile de connaitre I'expression d'un petit déplacement dM dans la base {u_-:, u

Base cylindrique

o 4 . —3
Elle s'obtient par rotation de u,,

i

1@ MPSI

Les coordonnées de M sont x, y, z dans la base car-

s - = -
sienne w,, u,, u,.

Propriété : 5_1:. ;:,. u-z sont fixes par rapport au
référentiel 9.

—

OM = .1:5: + ,r;: + zﬁi
Les données x(t), y(r), z(t) constituent les équa-
tions paramétriques du mouvement.

-4 =
oo M)
—

dM = -l:h:;:t+ d}'u_i+ dzu_’,.
Cette expression permettra de déterminer le vecteur
vitesse :

2 dOM _ dx>  dyo  d

_ dOM _ dx— dy-  dz-

V=3 AT TR T

Elle permet également d'exprimer une surface démen-
taire 65 = dxdy (respectivement dydz, dxdz)
ainsi qu'un volume élémentaire 81 = dxdydz.

- -
Wy, u, d'un angle 8 autour de l'axe Oz,

4




Les coordonnées cylindriques de M dans la base i, u_; , i_-lt, sont r, B et z. En associant la
base E:, E;, u_: au point M, on obtient une base locale en mouvement par rapport a 3.

. ‘s P = =3
Expression du vecteur position : OM = ru, + 2u,.
Les données ri#), B{r) et 2(1) constituent les quations paramétriques du mouvement.

zh Expression d'un petit déplacement de M dans
-4 = =

My, bg, M,?

— —p — —5 —

dM = dOM = dru, + rdBug+ dzu,.

Cette expression permet de déterminer le vecteur
vitesse :

S
G A0 dry  d0 dry

T oode  det T de? de ¥
Elle permet également de déterminer :
— une surface élémentaire 85 = rdrd®,
— un volume élémentaire 81 = rdrdfdz.

Cette représentation est i utiliser pour un systéme admettant une symétrie cylindri-
que (invariance par rotation autour de Oz).

Base sphérique
On l'obtient par une rotation de I:H_i ' u_:“ ?,} d'un angle ¢ autour de Oz, suivie d'une

. 3 =
rotation d'un angle 8 autour de u,.

H“
"
. oo :
L]
— 4 = r
u, ",
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[ans cette base ( !T,, ”-13 ' u:}, les coordonnées sphériques de M sont r, 8 et .
—
Expression du vecteur position : OM = rie

Fr

; . -+ — — . .
En associant la base (1, uy, ig) au point M, on obtient une base locale en mouve-
ment dans 5.

z Expression d'un petit déplacement de M dans
-+ - —»
{“11 Hapuﬂ}:
— —
y ' dM = dOM = dru, + rd@u, + rsinBdepi,,.
,{-.::'. Cette expression permet de déterminer le vecteur
'.;;-,'ﬂ’ P vilesse :
Sy 7 2 dOM _ dro  do d
N Y oy g WM _dre  [die L
‘/4& 1.‘ T dr“’+ rdrug+r51nﬂ T B
x deg

Elle permet également de déterminer :
— une surface élémentaire sur la sphére de rayon r: 85 = risinOdBdeo;
- un volume élémentaire : T = ridrsinBddde.

Cette représentation est 4 utiliser pour un systéme admettant une symétrie sphérique
(forcesen f ;: par exemple}.
51 8 = constante, on retrouve des coordonndes polaires pour p = rsin® et .

51 = constante, on retrouve des coordonnées polaires pour r, 8,

Opeérateur gradient

Définition

Sont U une fonction scalaire d'un point M de I'espace. Lors du déplacement d_}M du
point M de Men M’, MM’ = dM, U varie de dU = U(M’) = U{M).

e —_— =3

Le vecteur gradU est défini par dU = gradU - dM.
) H _b
Exemnple : U peut étre une énergie potentielle E, : dE ) = gradE | - dM.

Propriétés
« Considérons une surface telle que quel que soit M appartenant 3 cette surface,
U{M) = constante. Alors pour tout petit déplacement sur cette surface,

—_— =
dU = 0 = gradU - dM.

e
gradll est donc perpendiculaire & cette surface.



Exemple: dans le cas d'une énergie potentielle, la surface pour laquelle
—
E (M) = constante est appelée « équipotentielle ». gradE, est done perpendiculaire

4 la surface Equipﬂt:nlit"r.
* Soit maintenant U et U + dU, deux surfaces équipoten-

—p
tielles différentes contenant M et M" avec MM® = dM.
— —3
dU = gradU - dM.
"
gradU - dM > 0 & cosat > 0 avec a & [0, m/2].

—
Alors dU =0 et gradU est orienté dans le sens des U
croissants. U

Expression dans les différentes bases

+ Base cartésienne

—p i ¥ ¥ *
dM = MM’ = OM’ - OM = dOM = dxu, + dyi, + dzu,.

huentmﬁ,ﬂlmcumpuumesdegmdﬂ surl'luﬂu u}l dU = Adx+ Bdy+ Cdz.

D'autre part: U = U(M) = Ulx, p, 2)
U dl dU

dU=§;dx+a d}r+a dz

ol E;Eu[resp '%TL' %—] représente la dérivée partielle de U par rapport a x, ¥ et z res-

tant constants {resp par rapport a ), x et z restant constants, par rapport a z, x et y res-
tant constants).
Par identihcation :

—* dU— dU=  dU=

gradU = ot H_y"*'+ = e
» Base cylindrique

; : ' ' ey =» — =

La méthode est la méme. Attention a l'expression : dM = dru, + rdBug + dzu_.

gadu = 207 4 100 L 2

dr ai
* Base sphérique

—
Attention dM = dru_‘+rdﬂu_}u+rsinﬂdtp3;.

EIU—: 1dU— 1 dU—
gradU F Rl EI-|'-:‘zzxinliliplj"l""

e
Linéarité de la fonction grad

— — —
grad(U, + U,) = gradU, + gradU,

=k —
prad{ AU} = AgradU.
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MNotation del ou nabla

On définit Popérateur del ou nabla, en coordonnées cartésiennes par :

2 =2d _ =2d -9
V = Hxﬁi-u:@-l-u:é}.

Appliqué i la fonction scalaire U{M):
L
M, u

F

-3
i,

¥

=%
VUM) = +

=

Coniques

Equations des coniques en coordonnées polaires
— —
(r=0M=0,8=(0x, OM))

Soit un point F appelé foyer et une droite (A} appelée directrice associée (F & (A)).
Une conique est le liew des points dont le rapport des distances & F et i la droite (A)
est constant. Ce rapport est appelé excentricité e de la conique.

Suivant les valeurs de e, on distingue le type de conique :

e= 1 g=1 |

ellipse parabole hyperbole

La droate (A) divise le plan en deux régions notées (1) et {2).
* 17 cas : le point M de la conique appartient i la région (1).

(1} {A) (2}
MEF
M K & = m
r u
] =l .
I3 H x

Cherchons I'équation de la branche de conique appartenant i cette région du plan en
coordonnées polaires ;

MEK = FH - roos@l

r
~ FH - rcosB

il + ecosB) = ex FH.

e

@ MPS]



On pose ¢ x FH = p: paramétre de la conique

-__F

[ E—
1 + ¢cosB

* 2% cas : le point M de la conique appartient a la région {2).

) MF F
1 2 = - +
W KE?.M @ . MK rcos@ - FH
P "1 - ecost) = —eFH
-—F
b -1 - "= TT1+ecost
F H X
équation de la branche de conique apparte-

nant a la région du plan ne contenant pas F,

Etude de différentes coniques
« g < | :ellipse

Lellipse posséde un centre de symétrie O et deux foyers Fet F* (OF = OF = ¢)
FOF" est 'axe tocal de I'ellipse.
On définit son demi grand axe OA = OA" = a, sondemi petitaxe OB = OB" = b,

¥ (A)]
B
M
b
B -
A o Q¢ F A H x
(1 {(2)
B’ )

c=Jat=-b? g=

b
P_E_ﬂ“ e’}

Eim

— Son dquation en coordonndes polaires est :

= L q: ) = § .
= 17 ccosp | VEe € 1 8 [0,2r] (Pellipse appartient & la région (1)).
Pour 8 = 0 [r, = ——
I +e
P
B=R |ry= T—¢

oy F T = 1:1 ce qui permet de retrouver p = a(l —e?).
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— Arre de l'ellipse| o = mab

— Remargue : choix de Uaxe polaire
L'axe focal F'OF n'est pas forcément confondu avec l'axe polaire,

Si 'axe focal fait un angle @ avec "axe polaire, I"équation de 'ellipse en polaire s’écrit :

r= P
1 + ecos{8 —q)
On retrouve que pour 8 = @, r = li = Foane ©€ qQui caractérise le point A qui
ll'

appartient bien évidemment a "axe focal.

axe focal

= axe polaire
x

Application : mouvement des planétes autour du Soleil.
5i le texte du probléme n'impose pas d’axe polaire, on choisira celui-ci confondu avec
Ir.ilI.L' FIIK.".'!L

~ Equation cartésienne de Uellipse

+ =1

L]

A
Ll

S

¥
M
ol N
N
- Dt'_ﬁnf!r'r.rrr gq.‘nmé]'riqucde f'eﬂ':'pse
Clest le lieu des points M tels que :

MF' + MF = 2a

- Propriété glomiétrique —
La tangente en un point M de D'ellipse est la bissectrice extérieure de 'angle F'MF.

* ¢ = | : hyperbole
L'hyperbole posséde un centre de symétrie O et deux foyers F et F'.
On définit toujours a = OA = OA'

¢ = QF = OF,
On a toujours: ¢ = L, p = alel=1).
Par contre a* = - b + ¢4,



{1) (2)

L]

< (A)

En physique, le point matériel en mouvement ne décrit qu'une des branches de
hyperbole.

— Si la branche décrite appartient i la région (1)

r=
]

+ ecosh

P

les asymptoles sont définies par cosfl = - %

Applications : mouvement d'une sonde spatiale,
attraction électrostatique.

(2)

I S
= 1+ ecost

les asymptotes sont

définies par cosB = :l’-

x  Applcation: répulsion électrostatique

(diffusion Rutherford).
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— Equation cartésienne de hyperbole
i
e )
at  b?
- Equation des asymptotes
b

¥y = i;x.
= Diéfinition géométrique de I"hyperbole

Clest le liew des points M tels que | [MF* - MF| = 2a

— Propriéié péométrigue A
La tangente en un point M est la bissectrice intérieure de I'angle F"MF

) 4
/AN

¥
(1 {2)
M
# T
F <8
F

+¢ = |:parabole

X

{4)
- Equation en coerdenniées polaires
r= T Pﬁma car la parabole appartient a la région (1) de l'espace.
Bel-m x|

FA = a=AH; p = 2a.
Application : mouvement de certaines cométes.
— Equation en cartésienne

yi=1px

("
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Exercice 101

@ Risque de collision au freinage

41.

1. Une voiture roule & une vitesse constante V, en ligne droite. Au temps t =0, le
conducteur apergoit un cbstacle, mais il ne commence & freiner (avec une décéléra-
tion constante de 7,5 m - £7%) qu'au bout d'un temps € = 0,6 5. Calculer la distance
parcourue par le véhicule depuis [instant initial jusqu'd ['arrét.

Application numérique : Vi, = 54 km - h™, puis V, = 108 km - h™%,
2. Deux voitures se suivent sur une route droite, 3 une distance d, et roulent 3 |a
méme vitesse constante V. A linstant £ = 0, |a premiére voiture commence 3 freiner

avet une décélération g, la seconde voiture ne commence & freiner qu'au temps
t = £ = 0,6 5 avec une décélération b.

Quelle condition doit satisfaire d pour que la seconde voiture s'arréte en arriére de la
premiére ?

Applicotion numérique : Vo= 108km - b, a=75m -s? et b=6m - 57,

La condition trouvée est-elle suffisante pour garantir quil n'y aura pas collision entre
les deux voitures {pour des valeurs différentes de V,, €, 0 et b...) ?

Pourquoi cette condition est-elle suffisante avec les données numérigues fournies ?

Ce qu'i] faul saveir

i2.

» Mouvement 3 accélération constante,
» Equation horaire.

Ce gu'i] faul comprendre

- I est astucieux de résoudre la premidre question en tenant comple de la deuxitme :
on prendra des notations telles qu'il ne soit pas nécessaire de refaire plusieurs fois le
méme calcul,

* Pour la deuxiéme question, il faut prendre en compte les différentes phases du mou-
vement, avec des conditions initiales pertinentes,

So]utien

1. On peut prendre l'origine des abscisses i la position de la voiture d ladate 1 = 0 : elle
parcourt une distance x, = V& avant de freiner — avec une accélération — a
{a constante = 0) a partir de la date t, = £.

Pour ¢ = £, le mouvement ¢st caractérisé par une vitesse
V=x=—alt-1,)+V,

el une position X = —%u{r—r,}3+¥ﬂff—r|]+xl (1)

compte tenu des conditions initiales ci-dessus.
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L'arrét est obtenu lorsque V = 0, soit t -1, = —

En reportant cette valeur dans |'expression de x(t), on obtient la distance d"arrét I :

1 Vot LV
D=~§n(f] +an+1‘|;

P
D——.-—I]-F-‘HrE
2a 0

Application numérigue :
Vo=54km-h"'=15m-5s", dod:D=24m.
Vo= 108km-h'=30m-5', dod:D=78m.
2. Léquation horaire de la premiére voiture est donnée par la relation (1), en faisant
h=0etx,=0: I
x(t) = -Em'i + Vit

'||.."
et elle s'arréte 4 'abscisse x, = x(f], 800l ;

i
Vo

la
Aladate t = 0, la seconde voiture était a 'abscisse —d , et & la date ¢, = €, elle était donc
a l'abscisse x, = —d + V€.

La relation (1) donne alors pour la seconde voiture une position {avec a remplacé par b) :

%3

() = —%b(r—r,}l+vﬂ{r_r1}+vng_d.l

wr

ce qui donne une distance x; parcourue jusqu'a arcét (aladate r = 1, + f] ;

W
xp= 4+ Ve-d.
1T 2b

La condition demandée correspond a x5 < x, (on néglige les dimensions des voitures,
assimilées & des points matériels... ), soit :

z 2
ia [l
—_— V= ==
ah o 0 2a’

1|..*]
o> 3(-2) v

Soit, avec les valeurs données: d > 33 m.

Cette condition n'est pas suffisante ; il suffit d'imaginer une situation telle que b > a,
avec d << Ve,
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La seconde voiture heurte la premiére avant méme le début de son freinage, alors que
la condition trouvée peut #tre vérifide !

Mais si b <2 @, la condition trouvée est effectivernent sufhsante, En effet, la seconde voi-
ture se rapproche alors constamment de la premiére (la différence des vitesses x" - x
reste toujours positive ou nulle) : 'est donc lorsqu’elles sont arrétées que leur distance
d est minimale,

@ Projectile soumis au frottement de ['air

11.

Un projectile M de masse m est lancé dans un plan vertical (Oxz) avec une vitesse

—

initiale V, faisant un angle 8 avec Uhorizontale Ox. Ce référentiel, lié 3 la surface de
la Terre, sera supposé galiléen, et laccélération § de la pesanteur constante, Ce pro-
jectile est soumis de _Plus i une force de frnttenlent due & L'air, force que l'on peut

mettre sous la forme Fy = —k-V avec k > 0 et V vitesse instantanée du projectile.

1. Etablir les quations du mouvement : on introduira la constante de temps T = %

Montrer que la trajectoire dlﬂ} projectile admet une asymptote verticale, et que sa
vitesse tend vers une limite V, que 'on précisera.
Exprimer alors les vitesses et position du mobile en fonction de ¢, 7, 8, Vet V.

2, Calculer le temps t, nécessaire au projectile pour atteindre le sommet 5 de za tra-
jectoire, et donner la position de S,

Application numérigue : B = g Vi = V| ¢ calculer laltitude de S, et comparer &
l'altitude atteinte lorsqu'on néglige le frottement de Uair.

Ce qu'i] faut saveir

i.

Point de cours

* Lai fondamentale de la dynamique.

Crutil mathématique

- Résolution d'équation différentielle du premier ordre avec second membre,

Ce qu'i]l faut comprendre

1. On appliquera la loi fondamentale de la dynamique au projectile M assimilé a un

point matériel. La vitesse limite peut &tre trouvée directement en cherchant & quelle

condition |'accélération @ s'annule. On pourra intégrer I'équation différentielle sous
- _

sa forme vectorielle et projeter les expressions obtenues pour Vet OM .
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2. A cause du freinage di a I'air, la trajectoire étudiée doit se situer « au-dessous » de
la trajectoire parabolique « classique » obtenue en |'absence de frottement.

. 8s]ution

1. La loi fondamentale de la dynamique appliquée au point M & un instant ¢ s'écrit
5 3 = . 5 S —
ma = mg —kV. On trouve directement que a = ¥ <V = constante.

- —
Ce qui est réalisé pour mE -kV =@ soit V, = %

_ m "u_" -+
OU eNcore en posant T = I ;= 18

POINT METHODE T
: ¥ dP = : :

En écrivant le principe fondamental sous la forme T EF, on obtient directe-
—F

ment une équation différentielle en V' :

dF d.ll' b 3
F
—’ = rﬂ—' = n;g —ﬁ"'l..

Résolvons maintenant I'équation différentielle

d‘l.-’ k= "
b=V = soit en posant T = —:
dt  m 3 po k
- =
v v _ Vi
de T

Résolvons I'équation différentielle vectorielle :

% !

=» ¥ =
Vith=V, +Ae ..

—

-+ . . . =» =5 =5 =}
Le vecteur A est défini par la condition initiale V = Vo ar=0: A = V-V,

— !
Vi) =V, +(Vo=Vye T | (1)

En intégrant une nouvelle fois par rapport a t, on obtient :
— —5 —5  — L =
OM(t) = V,t+(V,-V,{-T)e "+ B.
E- est défini par la condition initiale l.'JM = ﬂ r=0:

—:- — —
B =1(V,-V,)

— — — — i
doil OM(1) = v,:um—m[l-e ] (2)
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Exercice 102

. . — —

d'ol en projection sur (u,,u ), avec z
—% -

Vi = =V u, (V, est un module...):

[
V. = YV, cosBe T

_l
l".l' )
V, = =V, +(VysinB + V,Je

On retrouve bien slr gue pour f —» ==

¥ —
VoV,

4

= T‘I-"ﬂmsﬂ(l -e_‘_')

H
|

i

=Vt + 1V sinB + V, }(1 -—e_iJ

#a
I

Lorsque & - o0, x—x, =tV cos8 ce qui correspond bien & une asymptote
verticale.

F

2

RIRNN

2, Le sommet 5 de la trajectoire est déterminé par V, = 0, ce qui correspond & une
f

date  telle que: 0 = —"."r+{"-"{|5inﬂ+"l-",jE_;

§ \.Ir 51
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et, en reportant @

l

v

¥ .
1+ —sin@
+v|15-1n

X, = t‘u’ucmﬂ 1 =

A “04in8) + 7(Vysind + V) - 1 M

V.
z, = TV sin® -1V, ln(l + Enn'ﬂ:]
. n —_—

i =S etVy=+V), il vient :

x, =10

L]

2z, = TV, —1V;In2 = TV (1-=In2)

En l'absence de tout frottement de 1air, le mouvement sur I'axe Oz devient :

z =g
. v
z=—gt+Vy, don t, = 2
£
z= —%grh‘i’ﬂ:
5
t r = faf) =m ==
e zy = z(t,) T
Pour comparer les altitudes de 5 et §', exprimons z, en fonction de Vet g
2
v W,
[vl=vu et T= = — = —D):z_‘ = —ntl—hll}
L £

d'oir

Fs

- = 2{1-1n2) & 06

¥
z, <z, : le résultar est bien cohérent ; en présence de frottement le point matériel
monte moins haut.

AR

@ Deux mouvements sur la méme trajectoire

A. Un mobile M décrit une hélice circulaire d'axe Oz, son mouvement étant défini en
coordonnées cylindriques (r, 8, z) par les éguations :

r=R 8 = mt z=H-[1—%]
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Exercice 103

il

El.

expressions dans lesquelles R, @ et H sont des constantes positives. On pourra poser

h = % Le mobile part & Uinstant t = 0, et fait un tour complet avant d'atteindre

le plan z = 0.

1. Exprimer la vitesse E du mobile, dans la base associée aux coordonnées cylindrigues.
Préciser son module et son orientation.

Calculer la longueur de la trajectoire pour un tour du mobile.

Représenter la trajectoire dans un plan, en portant RO sur U'axe horizontal et 2 sur
I'axe vertical.

=
2. Exprimer de méme [accélération A du mobile.

)
Que peut-on dire du produit scalaire A -V 7 Quelle(s) conclusion(s) peut-on en tirer ?
B. Le mouvement de M est maintenant défini par les équations :

r=R 8= %ar? 2= H-(l—%:}
g étant une constante positive.
1. Qu'y a-t-il dinchangé et qu'y a-t-il de changé par rapport au mouvement précédent ?
2. Exprimer le vecteur vitesse dans la base des coordonnées cylindriques ; en déduire
son module.

Ce r:.‘r-u.’i] faul savelr

« Vitesse et accélération en coordonnées cvlindriques.

Ce qu'i] faul comprendre

. . 1 —+ = .
A. 1. 1l sagit de mettre la vitesse sous la forme V = V. u (u unitaire), en préci-
sant chacun des deux termes.

Le systéme de coordonnées choist facilitera |'interprétation péométrique, la grandeur V
restant constanie,

=
2. L'accélération A se déduira des expressions classiques de ses composantes en coor-
données cylindriques.

B. 1. Dans tout mouvement, on peut distinguer la trajectoire (parcours géométrique),
et I'éguation horaire du mobile sur celle-ci: dans le cas présent, seule I'équation
horaire est modifide. ..

2. Les calculs sont analogues a ceux du A. 1, La remarque précédente permet de pré-
voir une partie du résultat ; le vecteur :_u; est inchangé.
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. Selution

-
A. 1, La vitesse V a pour expression gpeénérale, dans la base des coordonnées

cylindriques :

-+ : )
\-’=rm+rﬂﬁz+zu_’z,
. ' : dz do H
I =0, 8=w et = — - —=-—-8B=-hw
T R T R TR P
F_a = — -+ =
dott: |V = Roug-hwou,
etu_;et?,él,antanhngnmux:

V= "‘jl = J(Rw)? + (hw)?

V=R + kY| (V= constante).

¥
’/ -
X u.l'
POINT COURS z
Composition des mouvemnents :
Le mouvement peut se décomposer en un mouvement de K
—* .
translation selon Oz, de vitesse V| = = ;}'1 et en mouve-
ment de rotation autour de Oz & la vitesse angulaire i M
— . —+
{vecteur rotation {2 = 8 ?z ) o He
_— = h h
Dans le plan {ﬁ, ;]:}. la direction de V est donnde par tana = _EE = R

Clest donc une direction fixe de ce plan. ..
; O -+ = . .
Ecrivant V = V- uy (g est done orienté dans le sens du mouvement, puisque

— —3 —*
WV = 0), le vecteur uy a pour composantes sur i, el u, :

COs( = -H—-'L-IJ = -—E—-—-—-
5 Voo JRI4R?
Hy } =h

sing = — 22 =

Vo JRaR

Chapitre 1 - Mécanigue 1 @?
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Uabscisse curviligne sur la trajectoire est déterminée par ds = V, soit, puisque la

. dt
vilesse "r" esl constante :

s= Vo= mtfRE+ R (avec s(0) = 00

Pour un tour du mobile, 8 = @t = IR, ce qui donne pour s:

Speamy = 1= 2RJRE + B2,
On peut représenter la trajectoire dans un plan, en posant X = RB.

H X
Onaalors =z = H—E-E = H—h-l_t.

La trajectoire est représentée par une droite de  Z §

pente — % qui fait donc un angle davec 'axe OX.  H

Cetie représentation correspond 3 « dérouler » la
surface latérale du oylindre {axe Oz, r=R) sur
lequel est trucée la trajectoire réelle du mobile

[R=RE=Rm:=E{?-u‘;-dr].

O mR X

=
A. 2. Laccélération A a pour expression géndrale, dans la base des coordonnées
evlindrigues :

A = (Forb) i+ (270 + )ity + Zit,

ce qui donne, en tenant compte de r = 0, B = w et z = < ho :

=y
A =-Ralu,

POINT COURS

On peut obtenir I'accélération en dérivant directement |"expression de la vitesse :

- - d? du_}
-5 == '
V—[ﬂﬂuﬂ—mﬁu::ﬂ—ﬁ—mﬂ-ﬁ
.;i_‘P - —+
) : -
avec T!H = —Bu_,ilvient A = ~w'Ru,.

-+
On constate immédiatement que A -V = 0:laccélération est done purement normale,

car le mouvernent Sudié 1o est umforme (\,? = ole, =% %Ir = D).

B. 1. La relation entre z et © est inchangée : la trajectoire reste donc la méme, et sa
représentation plane (2 en fonction de RB) également.

Le vecteur E . défind & partir de la trajectoire, ne change pas, mais les expressions de V

_,
et A seront différentes, puisque 1'équation horaire est différente.
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B. 2. Le calcul est le méme qu'au A. 1., en tenant compte de la nouvelle expression de
B = at (aulieude @...).
=

Done V o= Haru_’ﬂ—hn:;:
et Vo= at-JRI+ R

@ Pendule simple

Un pendule simple est constitué d'une corde inextensible et sans masse de longueur
[ & laquelle est suspendu un point matériel M de masse m.

Fa

-
-

#
L
0 ¥

@y

—}
m v,

Lautre extrémité est fixde en un point 0, et le point M se déplace dans le plan vertical Oyz,

. —*
A Uinstant initial, on lance M, fil tendu, avec une vitesse horizontale V;, = UDE;.
Que peut-on dire du mouvement ultérieur de la masse m ?

1. Ce qu’i] faut savoir

+ Théorkme de 'énergie mécanique.

* Loi fondamentale de la dynamique.

= Accélération pour un mouvement circulaire,
%12. Ce gqu'i] faul complendre

Le fil étant initialement tendu, la masse m amorce un mouvermnent circulaire de centre
O et de rayon [ S5on altitude augmentant elle gagne en énergie potentielle de pesanteur
et corrélativemnent elle perd en énergie cinélique.

A priori, trois cas peuvent se produire.

—— R
* La corde reste tendue et le mouvement du pendule est ascillatoire [Enm = 5]
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Exercice 104

* La corde reste tendue et le mouvement du pendule est révolutif, ce qui exige une
énergie initiale suffisamment importante.

* La vitesse V,, est trop faible pour qu'un mouvement révolutif ait lieu et trop forte
pour que le mouvement soit oscillatoire. La corde finira par se détendre.

1%. Solution

+ On peut rapporter la vitesse V a Vet la tension T za

du fil & mg (T = myg a 'équilibre] et définir ainsi les A .
variables réduites % el m—r variables sans dimen- x[0 , y
sion r.ll.;:i vont dépendre de B et du paramétre I | £

n= —:.] {grandeur également sans dimension que .

l'on peut former a partir de Vi, g, [ grandeurs carac- mil— V,

érisant ke probléeme physique}.

+ Déterminons % = fin, 8) tant que la corde reste tendue :
o

La corde étant tendue, le point matériel décrit un i

-5 —»
arc de cercle et la tension T ne travaille pas (T
perpendiculaire au déplacement]. Il en résulte la
conservation de I"énergie mécanique du systéme

| 2
E, = E,_-l-EF = Em‘h"u—mg!

{origine de I'énergie potentielle prise en O}

l 1
E, = -mgz = EmW—mg!cmH = Em".-’f,,—mg!. e
. UAT 2
soit:| (3] = 14 2(cos0-1) | (1)
Vg rl"r'

Tracons la courbe 8 = f{B) = 1+ %{cusﬂ— 13.
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* Déterminons la tension T = g(1), 8) de la corde tendue:

[Vaprés laloi fondamentale de la dynamique, ona en ]
projection sur u_,,: ma, = =T+ mgcosB
Vi V1
avec d, = ——, doi: T = mgcosh+m—. -5 =
I f T » Y
2
Soit — = cosB +
mg gl -
B u,

T 2
t 1 _—= 8+ [H— E—I‘}]-
etavec (1) = — cosB + 1) ﬂ{ms

Finalement: |—— =3cosB4+n—2| (2)
mg

Tragons la courbe 8 — g(B) = 3cosB + 1 -1
S' .

Discussion
m 1% cas : mouvement révolutif,
La corde doit étre toujours tendue et la vitesse ne doit pas sannuler ce qui exige :

N-5>0 (T>0) et 1-%::1} (V2 > 0).

Soit en déhnitif : n > 5.

m 2% cas : mouvement non révolutif et la corde reste toujours tendue.
Omn observe alors des oscillations entre des valeurs extrémes 28 . 11 faut donc que

lonait: V8, ) =0 e T(0) >0 pour Be (0,0,

max

La fonction V2(8) s'annule pour & = 8, tel que cosB, = 1 —%- Die méme, la fonc-

tion T{B) s'annule pour B = By tel que cosB; = %—%

Ces deux valeurs n'existent que pour 11 < 4. D'autre part, la condition cherchée
impose 8, < 8 (8 [0, x]), la vitesse devant s'annuler avant que la tension ne
puisse le faire. Il faut donc que P'on ait :

2
coshy = cosiy = | —1,;1 = Edg
cequidonne 6-31 >4 - 21 =7 < 2. Dans ces conditions, on obtient un mou-

vement pendulaire d'amplitude inférieur a :':-[ (Elnm = Arcu&(] - '%ID

Chapitre 1 - Mécanique 1 61

Exercice 104



Exercice 105

m3cas:2 <1 <35.

La corde finit par se détendre pour une valeur de 8 comprise entre Iit et . La tension

s annule avant la vitesse (B, > 8y). La suite du mouvement est celui d'une particule
de masse m dans le seul champ de pesanteur {mouvement parabolique) du moins tant

que le fil reste détendu. ., La corde se détend pour 8 = 8, = Arcm[l%“]-
E .

S N~ N

e

=
|
n
H
[ ]
[
L]
| ]
| ]
"
L]
L]
L]
i
i
i
i
i
M’H -
n
n
L]
| ]
L)
L)
L)
L4 ‘/
i
| ]
[
A
=y

Conclusion
. -y
0 2 = —
mauvement pendulaire la corde s¢ détend miouvernent révalutif
ﬂ = Hﬂﬂl = E
2
I

@ Pendule dont le fil casse

Un pendule simple - masse m, fil de longueur [, inextensible et de masse négligeable
- est suspendu en un point fixe 0 et laché sans vitesse initiale depuis une position
ol le fil est horizontal et tendu. Soit & la distance entre le point 0 et le sommet de
la trajectoire décrite ensuite par la masse m.

1. Donner qualitativement le domaine de variations de A.
2. Déterminer h.
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1.

Ce c[u’il faut saveilr

o1,

» Conservation de I'énergie mécanique.
« Loi fondamentale de la dynamique.

Ce 1:[1.1’1'] faut ﬂnhi]:-l"fhrfl"e

i:l'j.

1l est inutile de déterminer I'équation de la trajectoire pour répondre & la question.

Entre le point de départ et le point atteint a I'instant ol le fil casse, la masse m n'est
soumise qu'a son poids et i la tension du fil qui ne travaille pas. La conservation de
P'énergie mécanique permet de relier la vitesse et l'altitude.

A partir du moment ot le fil casse, la masse uniquement soumise & son poids a une
trajectoire parabolique. On pourra remarquer que lors de ce mouvement, la compo-
sante horizontale de la vitesse est conservée.

Solutieh
1. Notons o I'angle dont aura tourné le fil avant qu'il ne casse. Quand o — ;—t : h=1
A ” (8] La vitesse en B est horizontale. La masse m décrit
g=" une portion de parabole de sommet B.
12

[
—
H-x\’u

Quinda—mn: h—=0.

A O | B La vitesse en B est nulle. La masse m décrit la ver-
A ticale a B puisqu’elle n'est soumise qu'a son poids.
K
2.
POINT COURS

Considérons un point matériel soumis @ des forces conservatives {donc dérivant
d'une énergie potentielle. Leur travail élémentaire est 8W = —dE_ ) et & des forces
non conservatives dont le travail élémentaire est W', Appliquons au point M le
théoréme de |"énergie cinétique :

dE;, = 6W +8W' = —dE +&W’

diE;, + EF] = &W".
E;, + E, constitue I'énergie mécanique du point M.
La variation d'énergie mécanique du point M est égale au travail des forces non

conservatives s'appliguant & M. 5i ces forces non conservatives ne travaillent pas,
alors I'énergie mécanique du point M se conserve.
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Le mouvement de la masse m, soumise i son poids et i la tension du hl, s'effectue dans
¥
le plan vertical contenant le fil & instant initial : ma = mf +T.

Le poids est une force conservative. A 0

=5
La tension T du fil ne travaille pas. Il y
a done conservation de 'énergie méca-
nique du point M,

E,+ E.F{HTE}I = constante.

¥ POINT METHODE

Calcul de I'énergie potentielle dont dérive une force conservative :
4

—
On reviendra a la définition f = —gradE .. Lorsque le probleme est & un degré de

dimension, on exprimera cette relation dans une base possédant un vecteur unitaire
» -r dE
colinéaire & [ . Ainsi, pour le poids, P = HJE = -mg:T: = - IF.E ﬁ
d'oi E, = mgz+ constante.
Choisissons A pour origine de 'énergie potentielle et écrivons 'énergie mécanique en

ABetS:
EjatE, =0+0

1 ..2 I
Em‘l."n— mgh:n-s[c: - E) (1)

—;mvé — mgh.

Or, entre B et 5, ol seul le poids intervient, la projection horizontale de la quantité de

mouvement est conservée [d—F = m;;) et: Ve = VycosP = V- sina

dt

2 R
d'ois : h = E = Vpsine

2g 2g
Or d'aprés (1) : Vg = 2gl- sina
ol h = [sin‘o
Commenfaire
Pour @t = g el @ = 1, o0 retrouve les eésulats du 1. _E
f o ]

@ Enroulement d'un fil sur un cylindre

Un point matériel M, de masse m est mobile sans frottement sur un plan horizontal.
Il est attaché i une ficelle (de masse négligeable et inextensible) qui s'enroule sur
un cylindre d’axe vertical et de rayon a.
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":I 1-!

Initialement, la masse m est lancée avec une M
vitesse ¥, perpendiculaire a la ficelle, qui est ten-

due, et de longueur {;. Soit B(t) l'angle dont s'est

enroulé le fil 4 linstant £,

1, Préciser la vitesse - module et orientation - 0¥, Vo
du mobile 4 la date t. i) rl
2. En déduire la loi 8(t) du mouvement. Au bout Iy 1, M,

de combien de temps le point M touchera-t-il le
eylindre ? Commenter.

Ce qu'i] faut saveir

41.

* Coordonnées polaires.
* Théoréme de I'énergie cinétique.
* Loi fondamentale de la dynamique.

Ce qu'i] faul comprendre

.

1. On construira la base polaire l_u!: ' :-::, permettant de repérer le point I(r) ot la ficelle

- - —+ =
quitte e cylindre (u, porté par O1).

e e s _ e _
On écrira OM = Ol + IM, et on montrera que la vitesse V. du point M est perpen-

diculaire 2 IM et donc au fl.

On en déduira que la vitesse garde une norme constante V.

2. Laloi 8(t) et l'instant t, se déduisent directement des résultats précédents.

Il faudra s'assurer que la hcelle reste tendue au cours du mouvement. On cherchera

lp
donc & déterminer sa tension T{t), et le probléme physique, tel qu'il est posé, n'a de

—".
SEN5 que Si HTH reste borné. ..

Selutien

1. Dans le référentiel terrestre (supposé galiléen), le mobile est soumis  trois forces :

=5
son poids et la réaction du plan (qui se compensent), la tension T du fl qui incarve
la trajectoire de M vers le cylindre.

La ficelle restant tendue la partie libre IM est un
segment de droite tangent en [ au cylindre.

Repérons ce point 1 par I'angle 8 {cf. figure) et

. . N T
introduisons la base polaire (u,, uy).

— — —3
Ona: OM = O+ [M.
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. - -+ 4 =
D'oin: V(M) = Vi+ 5(IM).

—3 . —¥ —F . :
Or V, = aBuy et IM = luy = dEIEIM]'H"_:H'[*BE}-

- ' . .
Finalement V(M) = (a@ + luy - 10%..

Il reste & traduire que la longueur de la ficelle est invariable, soit :
L=l +aB(t) =0 = I+ al,

= s =

Des lors on obtient: V(M) = —18u, (1)

Cette vitesse reste, a chaque instant, perpendiculaire
P

au brin IM de la hicelle. Il en résulte que la tension T

qu'exerce le fil sur la masse m ne travaille pas.

Lapplication du théoréme de la puissance cinétique

au point matériel M donne alors

dE .
d_; = :J.Pa._ = 0 (le pouds et la réachion du support

¢ compensent)

d'oi E. = cste et ”F[M}I = V.

En conclusion on a:

V(M) = Vg, | (2)

2. La loi du mouvement s'obtient immédiaternent en comparant (1) et (2).
8=V, et l+a8 = [.
[Yai en éliminant 1(#) entre ces deux équations

(ly—a®)d =V, (3)

Equation différentielle en 8(¢) qui s'intégre immédiatement (avec ! = [, et 8 = 0 a

E=0): y
E_
!DE-{:? = v[.li

l, 2V 02V
ouencore B2-278+ "¢ = D=[E——?] = -':——ﬂt (4).

a a d d a
La solution physique est alors donnée par (la ficelle s'enroule sur le cylindre et B{f)
croit avec 1) :

I 2V at | 2V at
Bir)= -2 [1- 2‘3 = | B =21~ [1- 'f {5)
il i !ﬂ a I{.

Le point M arrivera au contact du cylindre (si le probléme physique a un sens) lorsque
abl = [, soit a 'instant ¢, tel que (f. (4} ou (3)):

Iy
2V,a

I, =
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Commentaires

O aurait pu essayer d'évaluer 1) & partir d'arguments simples définissant des ordres de grandeur.

f
Une fois la ficelle rotalement enroulée autour du cylindre, I'angle 8 aura varié de AR = r‘:-
Vg
A
O peut done penser que le temps ¢, cherché va dépendre des grandeurs , a, V,, définissant
_ AR (a0
le probleme physique selon : &, E [m) HT_,

it retrouve ainsi les variations pertinentes de £, avec [, a etV

Dautre part Ia vitesse angulaire B vaut — surun voisinage de r = 0*.

. I?
Il reste & remarquer que | diminuant 8 va augmenter ¢t qu'en identifiant 1, = :i-i:ir- on
0
abhoutirait & une surévaluation de 1. De fagon plus précise, entre les instants ret + + di, on

6 = _¥ (d0 =0 et di<0)
. 1Ipr|]
H _— T'
-df -
—dl | .!
Doi:dr= 2 = & = __Lidl e ['dr=—[1dl= |1, =
;] 0 aVy 0 avyly, 2aV,
T _|

» La résolution précédente suppose que la ficelle demeure constamment tendue et que
la situation physique envisagée reste réaliste, Il nous faut done calculer la tension T(t)
de la ficelle.

A cet effet appliquons la loi fondamentale de la dynamique
=%
au point matériel M ; m;{M}I =T

=+ d? di,
orV = Vyie, et & = G = Vol = Vobiy (6)

—* =
D'oi T = -mV,Buy.

- =5 :
Posons T = -Tug=T = mV 0.

HIV; .'r:r:"-"{,

0 T= — 2
Iﬂ'"E“J= ] ||I ¢
L] "ﬁ

Onabien T >0 pour 0 < ¢ =<1, ,et |a ficelle reste effectivement tendue. Cependant
I'expression de T nous montre que T — = quand ¢ — ] ce qui n'est pas cohérent
(dans cette modélisation - point matériel M sans dimension... - la ficelle casserait
avant de s'étre complétement enroulée... ).

Etd'aprés(3): T =

9wk -
Onapour ¢ = IDUI' I = T et T = 10T...
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@ Anneau coulissant sur un cercle
Analyse de portraits de phase

Une circonférence, de rayon g, est située dans un plan vertical et tourne & vitesse
angulaire €1 constante autour de son diamétre vertical. Sur cette circonférence, un
petit anneau M, assimilable & un point matériel de masse m, glisse sans aucun frot-
tement. 5a position sur le cercle est repérée par Uangle 8 que fait le rayon CM avec
la verticale descendante {cf. figure).

Le référentiel terrestre est supposé galiléen, n
et 'accélération de la pesanteur est notée g.

F
En posant wf = ¢ et & = =, lequation

Wy
différentielle du mouvement de la masse m sur
la circonférence peut se mettre sous la forme :
B(t) = wysinB{hcosB-1) (1)
léquation de conservation de [énergie
mécanigue dans le référentiel lié a la circon-
férence peut s'écrire :

%g?+ m:u.[ﬂj = K {constante) (2)

avec w(f) = l—maﬂ—%lsin?ﬂ.

u(8) représente au facteur mga prés ['énergie potentielle du systéme avec :
m=5 10%kg; g=98m-5?; o=0,30m.

o

1. En analysant la courbe {‘% = y(8) (fig. 2) donnée pour une valeur particuliére

de A, montrer qu'il y a dans ce cas trois types possibles de mouvement de ['anneau.
A U'aide de la figure 1, représentant u(B) pour différentes valeurs de A, montrer que

chaque type de mouvement correspond 3 un domaine précis de ['énergie mécanique :
préciser les limites de ces différents domaines.

2. La figure 3 représente .;% en fonction de 8 avec w = w,./1-1.
Déterminer la valeur de A correspondant 3 Uensemble de ces courbes.

E
Pour quelles valeurs du coefficient K = m__;n l'oscillation de l'anneau est-elle & peu prés

sinusoidale *

3. La figure 4 représente % en fonction de & pour & = 1. Uoscillation de 'anneau
0
gst-elle approximativement sinusoidale ?

.@ Partie 1 - Physique MPSI






Exercice 107

Fig. 4

B1. Ce iuj}_faul sﬁvuir_

e — PR —

* Energie cinétique — énergie potentielle - conservation de I'énergie - oscillations.
* Portrait de phase.

12, Ce qu'i] faul comprendre

1. Le portrait de phase @ = f(0) permet d'étudier qualitativement un mouvement,
Les courbes d'énergie potentielle permettent également, en utilisant la conservation de
I"énergie mécanique, de prévoir des oscillations. ..

2. En choisissant des variables réduites, le portrait de phase d'une oscillation harmao-
nique est un cercle. ..

HD Fartie 1 = Physique MPSI
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3. Autour d’une position d'équilibre stable, les oscillations ne sont pas forcément sinu-
soidales.

Selution

o

POINT COURS

Le portrait de phase représente B au facteur mi prés en fonction de 6.

Des oscillations se caractérisent par un thangerrimt de signe de 8 en B etdonc
par des courbes fermées.

Pour 8 >0, 6 augmente jusqu'a 8, alors B=0 puis B < 0, donc B diminue
jusqu'a -8 __  (s'il n'y a pas de frottement).

Au contraire, si § garde un signe constant, 8 varie toujours dans le méme sens, il
n'y donc pas d'oscillations.

1. On reconnait trois types de mouvements sur la hgure 2.

{a) Courbes fermées, intérieures  la courbe en huit passant par I'origine. Il sagit
d'oscillations autour de positions d'équilibre différentes de 8 = 0,

(b} Courbes fermées, entourant l'origine. [l s'agit d'oscillations autour de la position
d'équilibre 8 = 0.

(¢) Courbes non fermées, B garde un signe constant : l'anneau fait le tour complet sur
le cercle, B(¢) croit indéhniment, 8{1) est périadique.

Etudions les courbes d'énergie potentielle. Les minima correspondent aux positions
d'équilibre.

Alors j—; = 0 = sin® - AsinBcosB. Lanneau est donc en équilibre pour sinB = 0
soit @ = 0 oumet pour 8 = 20, avec cos, = l,c.-:s derniéres positions n'existant

A
quesi A = 1.

2
Le signe de % permet d'éablir la stabilité des positions d"équilibre.

1

% = cosb — LcoslB + Asini@ = cosB + A - 2hcosl@

0 = m est une position d'équilibre toujours instable (j?i:] = -]=-A<0,
f=nr

du

de’

8 = 0 est une position déquilibre stable si ( J = 1 =4 =0 doncpour L << 1,
@ =ik

1 - 1 (du l 2 l
= —_ —_— = - —_—-— = - — =
8, hr-:msl est une position d'équilibre stable si [dﬂl]n‘ 7t s 3 A 3 0

donc pour & > 1, <'est-i-dire lorsque cette solution existe,

Les courbes de la figure 2 ont donc é1é tracées pour une valeur de & > 1 qui permet
d'observer des oscillations autour des positions d'équilibre 8, et - 8.

Chapitre 1 - Mécanigue 1 @1
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L'énergie potentielle a donc la forme suivante

E'p i
3 mga <)

|
i ==
==

S —
I
|
|
i
i
i
|
&

=5 E,, = 0, il vy a possibilité d"oscillations autour des positions 8, ou -8, — courbe (a).

# | POINT COURS
E,, = constante est représentée par une droite horizontale. Or E_ = B, + B et
Egy = 0. Seuls les points tels que B ~E_ =0, cest-d-dire E_ < E_, sont
possibles pour le systéme.

E
«5i 0= ;;;;—l'; <2 2, il y a oscillations autour de 8 =0 = courbes (b).

E
- 5i T;Tn = 2, l'angle B peut prendre toutes les valeurs possibles, il y a mouvement
]

révolutif = courbes (c).
2. Les courbes de la figure 3 correspondent a une seule cuvette de potentiel autour de

Vorigine donc A = 1. Chaque courbe correspond 4 des conditions initiales, donc des
valeurs de K, différentes.

On fait une mesure pour 8 = 0 et B = #,,, sur une courbe donnée (* par exemple

sur lafig. 3) : %E;'J:‘,',m = K car u(0) = 0, puls une mesure |:|-|:lnurl'5|I =0etB =8_,
sur la méme courbe.

mﬂz[l - cosh .~ %lsinfﬂnm] = K.

Pour 8 = 0 sur la courbe {*}, on lit = 2 et pour I'},..,,,.; = 0, on lit sur la

miéme courbe 8 = 2,3 rad.

K= ll::-|"En'|..||||. = l}tz!:ﬁ{m;{l—l}
de 2 2 on tire| A = 0,2

K m;;(l: - cos,3 - lllsi.nlz.:‘r)

La figure 3 a donc été tracée pour 4 = 0,2,

59 Partie 1 - Physique MPSI



#  POINT METHODE

!

La conservation de I'énergie s'écrit : B+ tué[l - cosf ~ —;Il..siniE!J = K.

2
Pour 8 petit, 1 - cosf ~ E—; : sinfl - 0,
Alors %ﬂ’ + mﬁ%l -4) = K.
Si I'on représente @ en fonction de 8, on obtient une ellipse.
On a également S.}:i‘. 0! = i}—li (A<1 et = m;{l =A)).

|3

- B i . i
Si I'on représente o N fonction de 8, on obtient alors un cercle de rayon

On a choisi ici de représenter E (variable réduite) pour obtenir un cercle lorsque les

oscillations sont sinusoidales. On voit que 'on obtient des oscillations sinusoidales
pour des amplitudes 8___ inférieures i environ 1 rad ce qui correspond a K = 0,39 m:

Soit une énergie mécanique E, = Kma® = 0,39 x gma.
Application numérique : E_ = 0,075 ].

3. La figure 4 représente % en fonction de 8.
0

Quelle que soit la valeur de K, les courbes ne sont manifestement pas des ellipses :
l'oscillation de I'anneau n'est jamais sinusoidale.

Ici la courbe qui représente u{8) pour A = 1 présente un « méplat » en 0 caractéris-
d?u

tique d"une dérivée seconde [dBj

J = (. Le développement limité de u autour de
=10

8 = 0 nous donne alors :

u(8) = u(0) + [%]B_ 0+ ’i[@]ﬂ_nﬂl +0(82)

de?
(E] = 0 puisque 8 = 0 est position d'équilibre
dB/y- g

de?

u(8) n'est donc pas parabolisable et les oscillations ne sont pas sinusoidales.

]
[du‘) =l-A=0pourd =1
G=0
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@ Ralentissement d‘une voiture

Une automobile de masse m = 10% kg est équipée d'un moteur d'une puissance
maximale P_ = 50 kW. Avec cette puissance, la voiture atteint la vitesse maximale
V,, = 144 km - h~!. En supposant que les forces de frottement que subit la voiture
sont essentiellement dues 3 air, et de la forme f = —kv? (v étant la vitesse, et k
une constante), calculer le temps T nécessaire pour que, en roue libre (moteur
débrayé), la voiture ralentisse de sa vitesse maximale jusqu'a [a moitié de cette
valeur. Quelle est la distance d parcourue pendant ce temps 7

Quelle distance la voiture parcourra-t-elle avant de s'arréter 7 Que pensez-vous de ce
résultat 7

1 Sc]utioen

Lorsque le moteur est débrayé, la voiture est soumise uniquement a la force de freinage
due & I"air (poids et réaction du sol se compensent). D'aprés le théoréme du centre

d'inertie ; md_v = —kwl,
de

v
Equation & variable séparable que I'on intégre de 0 4 T, v variant de V_ & _-EE

Vo
iz dv . m
T=-| — 501t |T=

kv V.,
Déterminons k en appliquant le théoréme de la puissance cinétique. Lorsque la voiture
roule i vitesse constante V,, la puissance du moteur sert & vaincre la force de frotte-

dE .
ment soit : ﬁ =0=P_+P(f(V_))

dotr P = -P(fIV_)) = =(-kV2)-V_

2
}

"‘I m l-l

L'application numérique donne : T = 32 5.

La loi d'évolution de la vitesse se détermine de fagon analogue. Pour un instant ¢
quelconque :

sOlt

¥
r=-0 dv soit r=—ﬂ{—l+—]'-—]
Wil

B ¥ AR
SR Vaky 1 t
d’oi L= ""m[H - r) = 1Irrm(l+t].
L1 i
Enfin v = "'I expression d'ol 'on déduit la distance parcourue : x= I w(t)dt
(T "

Y
x=j “dr  soit x=t‘n’mln[l+5].
041 1

T
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Done a l'instant ¢ = 1, la voiture aura parcouru une distance ;

mV
d=1V_In2 = B In2

Soit numériquement d = BB7 m.

D'apreés les calculs précédents, la vitesse décrolt mais ne tend vers zéro que pour ! ten-
dant vers I'infini, et x(f — =0} — 400, ce qui est manifestement irréaliste.

Cela provient du « modéle » choisi pour représenter les forces de frottements
(= =kv?): la force de frottement tend trop rapidement vers 2éro aux basses vitesses.

) Mouvement sur un axe dans
un champ gravitationnel

Une particule de masse m est assujettie & se dépla-

cer sans frottement sur un axe z'z. Elle est soumise D - -
i la réaction de 'axe et au champ gravitationnel de 2~ -y z
la masse M (fixe) placée au point A. On note o la a; f
distance de A 3 l'axe 27z, il

A linstant initial ¢t = 0, la particule se trouve en
0 (projection de A sur l'axe) avec une vitesse ;

vy = Vgl (v > 0).
1. Que peut-on dire du mouvement ultéreur de la particule ?

2. Dans le cas ol le mouvement reste borné, déterminer ses caractéristiques lorsque
la particule reste localisée au voisinage du point 0. On notera T, la période d'un tel
mouvement et on en donnera Uexpression.

4 Seclution

1. Le mouvement s'effectuant sans frottements, appliquons le théoréme de 'énergie
cinétique, La seule force intervenant dans ce théoréme correspond 4 'interaction gra-
vitationnelle entre les masses M et m.

Cette interaction est associée & une énergie potentielle 0
E., donnée par lexpression : v : -
¥ z ' o -
Shim a: -
E =— . R
¥ r Ty
GMm :

= ¢ste = K. A

On a donc lmv;’ -
2 F
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La constante est déterminée par les conditions initiales :
GMm i 1’1 GMm
= _ -

=1
r 2 i

ar=0, v=uw d'of %mv"-—

Ce qui s'écrit encore +? = vg_zfm(l _f] {1
r

Cette quantité reste positive dés que vf, = @. Il apparait ainsi une valeur critique

v, de la vitesse définie selon
¥ I%M.

e = a

Pour v, = v, laconstante K a une valeur nulle, ce qui donne dans ce cas Wl o= v [—),

et la particule va & Uinfini ob sa vitesse s'annule,

Léquation (1) devient : vl = (vi-vi)+ 1-';‘:‘; (2)

Deux cas sont alors envisageables :
« v, = v_ :d'ol v = 0 pour tout r. La particule va i l'infini sa vitesse diminuant de la
valeur v i la valeur .|'v§— vf.

* v, = ¥_ :larelation {2) fait apparalire une valeur limite r, de r oi la vitesse s'annule :
a

L

roestdéfinipar 0 = vi— v 4?2 = ¢ =
rl|

Dans un premier temps, la particule se déplace du =
: . : O F' B
point O (vitesse v, ) au point B de cote z,, telle que . ——
1 by ‘ . ; .:"I . :
z;, = ,lllrl —at (v, =0). En ce¢ point, la projec- AL 2

— >
tion F* sur 'axe Oz de la force F - n'est pas nulle.
Le point B ne correspond pas & une posibion d'équi-
libre et la particule va rebrousser chemin,

Elle repassera aux mémes points avec, d'aprés (2}, une vitesse de méme module mais
de sens opposé, Elle décrira finalement un mouvement périodique entre les points
extrémes Bizy) et B'(-zy).

2. Le mouvement devant rester borné, cela exige v, < v,

Il s'effectuera dans un voisinage du point O d'autant 0 M
¥ - - -
plus réduit que le paramétre 1 = ;E' est petit devant 2 T z
£ ay
Vunité, En effet,ona:a<r<r = a_. A
1-n?
I'équation (2) se réécrit en fonction de zselon (r = Ja? + 22 ety = 2):
2= (=) el ! (3)
zl
1+ ;]-1
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Et < nl—z—l-r[}z-"
pour |z <=Ca ona = (2%}

1+
ad
Lo
(3) devient, a 'ordre considéré: 2% + -l-ﬁzl #cste (4)

Cette derniére relation s'identifie a I'&quation énergétique d’un oscillateur harmoni-

¥
que libre non amorti de pulsation propre w, = ——-
J2a
. ; 2 2
Soit une période T, = Hn = |Ty, = ln#
i i

Remarque
¥ ;
La solution approchée a (4) est z(f) = Ensinmut puisque z(0) = 0 et 2{0) = v;. On
o
‘F -
st bien dans le cadre des petits mouvements pour Ea == g, soit encore
i

¥,
= vy << v, (M << 1 comme il se doit).
¥

—_
J2

@ Particule dans une cuvette A

Une particule M de masse m peut se déplacer

sans frottements sur un cercle vertical de cen-

tre O et de rayon a. Elle est reliée au point A

le plus haut du cercle par un ressort sans 0
masse, de raideur k et de longueur & vide [,

- — 0
On note @ langle (Ox, OM) et on prendra
=T < 8 < 1.

o
e —

- ¥

1. Justifier que la position 8 = 0 est une posi-
tion d'équilibre. Etudier simplement sa stabilité.
2. a. Déterminer, par application du théoréme de 'énergie cinétique, lintégrale pre-
miére du mouvement :

TX

. 2
%ma*‘ﬁh{%k[zamsg—fn] — mga msﬂ} = cte

b. Dénombrer les positions d'équilibre possibles pour la masse m. Tracer les courbes

{
. mg @
donnant |6, (pour 6., # 0 ) en fonction de To POUr des valeurs de la grandeur 5
égales a 0,5 puis 0.8.
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3, a. Etudier la stabilité des positions d'équilibre @, =0 lorsqu'elles existent. On
vérifiera que U'on a :
d2E, ma . .0
e = ka2l 1 - ™9 \gin2_t
daz j]n,-uu ka (1 ka ]m 2
[
b, On fait -2 = 0,4.
2a

) Représenter la fonction 8 — E (0) pour des valeurs de %’3 égales 4 0,2 ; 0.6
puis 1. Commenter.

B} On prend E = 0,2, Determiner la pulsation £2 des petites oscillations par rapport

aux positions d'équilibre stables. Donner la valeur de {1 en fonction de @, = 5

8 Solutien

1. Le point B (0 = 0) constite une position A

—5
d'équilibre pour laquelle la réaction normale R du
support s'ajuste pour équilibrer Naction du poids

=4

b | D

- -
P = n:gu_]' et du ressort F = -k(AB - ﬂ}nl-|F

Dnaurai} R +mgu -k{hB-Eﬂ}u o

=

Pour étudier la stabilité de cet équilibre, envisa- o
geons un petit déplacement par rapport i cette m
position et appliquons au point matériel le :

théoréme du moment cinitiqur au point O {on B 8™

élimine ainsi la réaction B qui passe par O). oy | mg

do (0]
dr

ot T{O) = rm:t"-l.:l'xq'r

D'u'l.m[F +rng} (1)

—r

Cna OM ""*”’E = —J'J'lgﬂsi]'lﬂu-z
— 3 L

ct OM A F = aFsing u,

oit F=kAM-I) (F>0 pour AM=>1;),

L'équation (1) s'écrit alors :

) aie

=
i - -

\

matl = —mgasin® + ka({ AM — n]s.ing-

=

Il suffit alors de se limiter aux petites valeurs de 8 I.fII-.'I,,q = 0.
Ainsi au premier ordre en 8, le second membre s'écnit :

- mgad — ka[l, - AM({8 = 0)] g

.
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On adonc, a cet ordre avec AM{B8=0) = 2a:
ma’h # —mgﬂﬂnka{fﬂfzﬂ}g

- I
c'est-d-dire : 8= -i[mg - k(ﬂ - -':']]IEI.
M 2

La position d'équilibre 8 = 0 est stable si I'équation précédente s'identibe a celle d'un
oscillateur harmonique. Ce qui est le cas pour :

I
ne>i(e-t)

Conclusion

*Pour 1, > 2a, @ = 0 est toujours une position d'équilibre stable, le poids ct la
force du ressort agissent dans le méme sens (forces de rappel).

* Pour [y < 2a, le poids (force de rappel) et la force du ressort agissent en sens inverse.
Deux cas peuvent alors se présenter :

I
M- 1-2 8 =0 sable
ka 2a

[
"E 1" 8 =0 instable

ka 2a

2. a. Le mouvement de M s'effectuant sans

frottements, il y a conservation de I'énergie

mécanique E, = E_ +E . b

L'énergie cinétique du point M se déplagant sur Hy

I'arc de cercle de centre O s'écrit simplement :
1

_1 - a1 L
E = im{aﬂ} - ima‘ﬂ

. + - —
(puwisque v = abhig ).
L'énergie potentielle a dewx origines, ['une Liée i la pesanteur, ['autre au ressort, d'od :

EI1 = Ep{pﬁanlcur] + Ep{rl:ﬁun}
E.(pesanteur) = —mgx  {origine en O)
AEE 1 E (ressort) = %k[ﬁM—!uF.

Or AM = 2AH = zﬂﬁcmg = lacmg (=m = 0< m)

)
Finalement : EF{EI} = —migacost + %k 2a msg - J'q] .

La conservation de |'énergie se traduit alors par I"Gquation :

= ¢ste | (1)

. -l
]imnlﬂl+ [%k[lﬂcmg—fﬂ —rrigﬂcmﬂ] = E
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2, b. Les positions d"équilibre correspondent ici aux extremums de I'énergie poten-
dE
tielle E_(8). Les valeurs de 8 cherchées vérifient donc —F = 0.

de
: , 8 . B
Soit : mgasing — k Emmi - Iy asin3 = 0.
- . M8 9 E_[ 9 _ ] 0.
Soitencore: 1 T SN C08s Eﬂmsl I siny 0
e . B mg 87 _
d'oi : smi[fﬂ-l[n- = ]cmi] = 0.

La solution B, = 0 est toujours position d"équilibre (stable ou instable). [l existe deux

o
autres positions d'équilibre 8, et -8, si 'équation [, = 2[::: - LPLE):NE! admet des

: E;’ T
solutions [:l'l.r-w: B, (0, n) etdonc — & ([I-‘ —D

2 2
Iy m " !
. L] aif — < | — J H _E & ] = _':‘
I faut donc que Pon ait Ia 1 T soit T 1 P
Pour que cette condition soit réalisée, il est donc nécessaire que 'on ait [, < 2a.
Conclusion mg
Domaine (1) : trois positions d'"équilibre 0, = 0 et 20, ka
s l
avec ccns-_J—J = ——, o
i a L’lgjl
o= @
Domaine @ : une position d'équilibre B, = 0. . -
1
i -’1] ; I,; -2
Courbes |8, | = 'ir[lm] pour 5= = 0,5 puis 7 = 0.8 : 2a
1200
G0F
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3. a. La stabilité de la position d’équilibre 8 = 0 a déja été étudiée (¢f. 1.). Plagons-

I
nous alors dans le cas oi _E < | - :?—~ et considérons la position d’ ﬁ]mhhﬂ: B = E

L'étude de la stabilité peut 5!: faire en développant la fonction E (0) au voisinage de
B = B,. Onaainsi:

3

dE d
E.{8) = EF{El]+{EI-E!1]EEJ -{EI 9,)?

- ] +o[(8-0,)].

dE
ﬁflﬂ = 0 puisque 8, est une position d'équilibre, Il nous faut alors calculer la déri-
vée seconde de cette énergie potentielle.
dE
Or -d_EII = mgasind - kn[?ucnsg —J‘D]s'mg
dE
E'F.' = (mga—ka®)sin® + kd!using
dE, I, ®
. = kg2d | MIE _ - W
d'oi dEIl ka {[ 1] E+1ﬂms2}
by
‘E 5] Ta
Déterminons enfin lexpression de K = —[J avec cos— = 0d
d@? Je. 2 g
ka

f me] 0
= ka?|1-ZE |- 23
K = ka -] T { cosf, + cos 3 }

- H ﬁ
= 2 __3 — gl 2_'1
K = ka?| 1 » '1 stzi-msz}

- 3 B i)
K = kal I—E_[I _':DSJEE] = F:ul[]—%]g)sinlf-

K est défini positif et les positions d"équilibre £ 8, sont bien stables lorsqu'elles existent.
Conclusion

A

2a
i

= [ stable

B, =10, stable

1 ka

3. b. @) Représentons la fonction B — Ep{'El]l. soit encore [¢f. 2.4.) :
2

E(0) _ mg 8
y(B) = it ——kﬂcmﬂ+2[cﬂsi—ﬂ]n
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Exercice 110

} I
On fixe ici la valeur de — (—n = ﬂ,#) et on trace ;
a \la

b
B = ¥(B) = —ncosh + I[l:ﬂ!-g —IH]

pour les valeurs | = 0,2; 06 et 1:s

i~ |

o i e e e e e Bty e e e o e o I O e o o

ot e o e e e e e o e e e e e e e o o o e o o o o o

ly
2a
position d'équilibre instable (maximum local de E ) alors que les valeurs +8, de @
correspondant aux minimums de E, sont stables.

*Pour n = 0,2 on a bien ?f < 1= — et le graphe confirme que 8 = 0 est une

|
*Pourm = L6 una%f = l—ﬁ et les valewurs ﬂl ctﬂl = [ seconfondent. 8 = 0

est stable, mais la cuvette de potentiel n'est pas harmomgue au voisinage de 8 = 0.

I
«Pour 11 = 1 il vient E >1= ﬁ et le graphe nous montre qu'il n'existe qu'une

seule position d'équilibre 8 = 0, et qu'elle est stable.

[
3. b. B) Pour 2—:} = 0,4 ct %f— = 0,2 les positions d'équilibre stable sont £8, avec:

g
oo 2 2a 04 _ 1 _ o _2n
i SR . PR SN WL
2 ] Mg 0.8 3
ka

D'autre part, K = kai[{ﬂ,l ~ 1)cos ET“ + D4 cos 13:] = ka’[04 +0,2] = 0,6ka’.
Lénergie potentielle développée au second ordre en 8 - 8, donne :
1
E, = E(8;)+ EK{H_ B, + o[(B-8,)%].
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Et la conservation de I'énergie s'écrit a cet ordre :

%mn‘ﬂlﬂ- %K{-EI - 8,)? = constante.

—_—
Soitencore  [(8-8,)] +£1{EI—~E,_.F = conslante.
ma

Il s’agit li de I'équation énergétique d'un oscillateur harmonique de pulsation £ telle

K
C O —
e ma?
D'ois 0! = ﬂ.ﬁ% = [0 = 0,77m,

Chapitre 1 = Mécanique 1 @3
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Electrocinétique 1

A . Régime continu
B . Régime transitoire




A. Régime continu

@Intensité dans une branche

On considére le montage représenté ci-dessous.

R, R,
I
SOREN S
R, R,

1. Les deux générateurs étant parfaits, déterminer le courant i, traversant le résistor R, :
a. par une méthode directe ;

b. en calculant les courants imposés dans R, par chaque générateur supposé seul
générateur présent dans le circuit :

- générateur E seul : alors I = 0 (ce qui correspond & un circuit ouvert) ;
- générateur I seul : alors E = 0 (ce qui correspond & un court-circuit).

2. Que devient le courant i, si on tient compte du caractére non parfait du générateur
de tension E (on ajoute une résistance r en série avec lui) ?

11. Ce qu'i] faut savoir

= Circuits linéaires en régime continu.

* Théoreme de superposition.

17. Ce qu'i] faut comprendre

1. a. On remarquera que les courants traversant R, et R, sont parfaitement définis a
partir des résistances R, et R, et des générateurs E et [. lls ne dépendent pas de R, et R,.

b. Le circuit linéaire comportant deux générateurs parfaits (I'un de tension E, l'autre
de courant 1), 'application du théoréme de superposition permet, dans chaque cas,
d’aboutir & un circuit plus simple.

@ Partie 1 - Physique MPSI



£,

2. On pourra partiellement se ramener au 1. en notant u la tension aux bornes du
générateur de tension imparfait.
Dans les deux cas, ladétermination du générateur équivalent aux bornes de R, ne

parait pas trés judicieuse, car elle fait disparaitre les éléments de symétrie existant entre
les quatre résistances. ..

So]ution
1. a. On peut tout d’abord remarquer que les courants 1, et i, a
traversant i, et B, ne dépendent quede Eetlet pasde R et B, jo-oeo-l
On a en effet : i d
1, = 5+ {loi des noeuds en C) R,
et E = Rj +R,i,. E c I
Yo en éliminant 1; entre ces deux équations ; I iy
E = R, +R,(i, +1). R,
R R . J
[ : = |
onc i IR, (1)
Commentaires

! = Quand E = R; 1, tout le courant I passe dans R, et ona bien : i, = 0.
* Lorsque 1a branche BC est ouverte (R; — =9}, il vient comme il se doit t§) = =1L
= Enfin, si la branche AC est coupée (R, = =), 1; = 0 ce que redonne la formule (1) _|

1. b. Tous les éléments du circuit sont linéaires. Le courant dans une branche est donc
une expression linéaire des forces électromotrices et des courants des générateurs auto-
nomes. On a done ici :

i, = cE+ [l

1 1
avec u=—'] et !3:—']
E' 1=1 F e

ce que I'on peut encore noter :
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Exercice zo1

i 1 1 1
R, R, R, : R,
O "1 e | XD =4
R, R, R, R,
1 T I T
[ « éteint » E « éteint »

Calcul de 1| : 1 étant « éteint », le méme courant 1| parcourt les résistances R, et R ,,

d'od -

E= (R +R,)i;, et )=

Calcul de i) : E « éteint » correspond 4 un court-circuit. Les résistances R, et R, en

paralléle sont parcourues par le courant total L

Il en est de méme des résistances Ry et R,

R,

it
1
i
” .
n‘l
- ¥ H
w=-Ri' et | =—+—
i R, R,
d'oi le résult o Ry I
o le résultat ; ivo=— .
' R, + R,
Commentaire
Om retrouve fe résultat dun pont diviseur de courant. i

Le courant total cherché a donc pour expression :

E-R,l
R, +R,

1 —
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2. Le schéma du circuit devient (le pénérateur de tension n'est plus parfait et il faut
tenir compte de sa résistance interne r) :

r A
1 1i,

=
o
Ly

I I

B

Motons u la tension aux bornes du générateur. Le calcul de 1, en fonction de w et [ nous
rameéne i la question 1. d'odr :
[ = Hl I

h = HI‘"'H.I {E}

Pour déterminer w, il faut connaitre le courant 1, traversant r,
Or i, = i, +i,.
[l faut donc calculer 1. Mais la configuration R, - R, est identique & celle R, - R, au
changement prés | — -[, d'oi:
u+ Ryl
“Z R, 4R,

. u—R1[+u+R,I
"TRTR, R +R,

sait

Et pour la branche BA contenant E :

-R,1 u+R,I
u=E=irs= Ii-r!hI 2 Lo }

R|+R1+R3+H4
Soit encore :
1 1 e R, Ry
u’1+r{R:+R:+H}+RaH = E+r{ﬂ.+ﬂ;-“5+ﬂq}1 (3)

Et en reportant dans (2) la valeur de u, tirée de expression (3} :

R R ]
E+r1{ R }
1 R,+R; R;+R,

T | — =R | | (8
I +
+r{E|+R2 |1_,+114}
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Exercice 202

@ Association en paralléle

Déterminer intensité du courant passant dans la résistance R,.
Hl

10 o

11. Ce qu'i] faul savoir

* Représentation de Thévenin, de Norton d'un générateur.
* Pont diviseur de courant.

12. Ce qu’i] faul comprendre

Les branchements étant paralléles, on cherchera a substituer aux générateurs de ten-
sion des générateurs de courant.
U sera astucieux de metire le montage sous la forme d’un diviseur de courant,

13, Solution

Transformons le circuit en remplagant les dipdles [E,, R, | et [E,, R,] par les généra-
teurs de Norton équivalents.

Nous avons :

l{J E
Doi

R,
it
R R, R, B,

TC) I,= In.re' ‘91 ST
E, E, T Iu, I
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Tous les branchements obtenus étant paralléles, on peut regrouper les générateurs de
courant ; le circuit devient :

I Te Rl | Rof| Rof| Ry|| ot I =L+ly +1,.

Les conductances G, = i. G, = d, G, = _ en paralléle s'ajoutent, d'od
RI Rl i lt.j
G = I_I?. =G +G,+G, et:
T i Notons i et k les courants dans R, et R, nous
avons :
ET{:—:’ RAu | [* u= Ryi = Rk
Iy =i+k
k] L R" #
Dol l-[l+-£-{—]=[,ijl
& G"" I.r _ G" I.r
“ ' G +G Y G, +G;+Gy+G, 0

Or Iy = I+ G,E, + G,E,. Finalement :

1 E, E,
-II}+_+_)
i — —3 —
: G|+GI+G]+G4 : l+_],_+l+i
R, R, R, R,

#® POINT METHODE
Pont diviseur de courant

Dans le dernier circuit représenté, on reconnait un diviseur de courant.

* Diviseur de courant : considérons deux résistances R, et R; en paralléle sur un
pénérateur de courant L,

R, = Ryi; et Iy = i +1; ce quidonne:

G G
I“Te N Ry I =i, -(1+—‘1'}=:- FitE :

= |
G, ' T G,+G, "

et le courant I, se distribue dans les résistances en proportion de leurs conductances G, .
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Exercice 201

Ainsi pour des résistances R ... Ry én paralléle sur L, on aurait :
a"l, ] —LHEJ Iy
2.Ga
|
Le courant le plus important passera par la résistance la plus faible {c'est-a-dire celle
de conductance la plus élevée), ce qui est bien naturel.

@ Circuit actif reductible a une résistance

On considére le circuit représenté ci-dessous. On prendra :

R=50, E, =2V et E, =8V, R R

. .I'r.-""l. [ 1 I A
1. Déterminer le générateur de Théve- A -]
nin équivalent entre les bornes A et B. E, IR aR

2. a. En déduire la valeur de E pour

laquelle le circuit est équivalent ___e__{: £ B
o

(entre A et B) & une résistance pure —r R =
Req dont on précisera la valeur, Ey £

b. Retrouver ce résultat en faisant une analyse directe de la condition (V, -Vg)_ = 0
{co pour circuit ouvert) : condition nécessaire pour que le dipdle soit réducﬁbfe' & une
résistance (on admettra que cette condition est suffisante).

11. Ce qu'i] fault savoir

* Association de résistances.
« Diviseur de tension.

§1. Ce qu’i] faut cumj:-t‘end.’re

1. Le plus rapide est de modifier le circuit de proche en proche, en utilisant les régles
d'association de résistances et de L&.m. et en tirant profit des modéles de Thévenin et
de Norton appliqués i des sous-systémes plus simples.

2. Le dipole AB étant remplacé par son générateur de Thévenin équivalent (E, R, )
déterminé précédemment, il suffira d'annuler Eeq (Ey s'exprimera nécessairement
sous une forme linéaire de E, E;, E et plus précisément de Eet E; - E,).

Une autre méthode consisterait a traduire directement que E_, doit s'annuler ou ce qui
revient au méme que l'on doit avoir (V, =Vy)_ = 0 (co pour circuit ouvert).
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#7%. Solution

1. Les générateurs [E,, R] et [E;, R] sont en série ; ils sont donc réductibles au géné-
rateur [E, - E;, 2R]:

E,

F Jil e A
S

L]
)
Ay
L
|
Loy

Ajoutons la résistance 2R en parallele entre A et B,. Nous obtenons en représentation
de Norton :

avec |

E, - E,

2R

WA

= [T@ 2R IR

- B,

: les deux résistances 2R en paralléle sont équivalentes & une seule

résistance R, d'oh, en revenant a la représentation de Thévenin :

0 [

avec R, = (2R // IR).

I
)

A

Dl e,

. 2R - 2R
soit: By = JR7 I
R,=R
EI_E1
B Ey = Ryl = Ry =
.
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Le circuit imitial devient, en utilisant les résultats précédents :

=R R
Ry-R )
EﬂT 2R
oo
E

Omn refait alors — comme plus haut — la double transformation ; représentation de Nor-
ton, regroupement des résistances, et retour 4 la représentation de Thévenin :

IR A Ry A
—_—
Dl -t ® = (e
+ + B
Ona Ry s(ZR/IR)=R; =R.
kd [ [ [ ED_E I
Et: E; = Ryl'= HG-T = E{ED—E}

E; = Y(E,—E, -2E).
Finalement, le circoit proposé est équivalent entre les bornes A et B & un générateur
(dit de Thévenin)} caractérisé par:

- une résistance interne B, = By, = R = R, =54}

. ' 1 1
-une fLem B, = E; = E[Ei-El-lE’] = E, = i{]--E]l.

-5Q
.

)} SG-E)WV =

0, soit: E=3 V.
514
2. b. 51 on suppose nulle la tension 0 A

(V.= Vp)_, aux bornes du circuit pro- _: |j
C

2. a. le circuit se réduit & une résistance pure pour E__

1 est alors équivalent & une résistance pure égale 3 R

posé, alors aucun courant ne passe dans [::
la résistance 2R en paralléle entre Aet B, *27 ™
la tension a ses bornes ftant nulle.

m* e

Dol

i
A4
(Va=V¢) £

(s ]
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Or {diviseur de tension puisque 1’

o

L REESSEN

@} Résistances équivalentes

=0):

R
| T . [ Qe —
(Va=Vedo = TR

1 .
(E;-E)) = E{EIHI:'I}I

(V,-Ve), = z(E,~E) = E=E = 3V,

:

1. Déterminer la résistance équivalente des dipales A-B représentés ci-dessous.
Chaque branche posséde la méme résistance r.

&

octaédre régulier

b.

motif infini

Comment obtenir - pour b. - le méme résultat avec un nombre fini N de cellules, la
dernigre cellule étant branchée sur une résistance R® i déterminer ?

A

A ] CAITAS ——s¢

[ ya—

B

r
ﬂ“i
r

Le motif carré est répétd n fois en ligne
et p fois en colonne. Les cOtés A et A’
sont infiniment conducteurs. On notera
A la résistance par unité de longuewr du
fil utilisé pour réaliser ces maillages.

Déterminer la résistance équivalente
entre A et B.
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11. Ce qu'i] faul saveir

» Eléments de symétrie,
= Associations série ot parallele de résistances.

17. Ce qu’i] faut aahprendre

Il n'est guére intéressant de chercher a déterminer les courants traversant chacune des
branches pour un courant d’entrée [ donné. 1 est plus rapide de tenir compte des
symétrics (ou antisymétries) caractérisant éventuellement le systéme (cas a.) afin de
substituer 4 ce dernier un systéme plus simple. Le calcul de la résistance équivalente
s'effectue ensuite par application des régles d'association des résistances.

1l est éSgalement possible de supprimer judicieusernent certains contacts existants, et de
prouver, pour le systéme ainsi obtenu, que les potentiels de chaque couple de points ainsi
créé sont les mémes, ce qui démontre 'équivalence entre les dew systémes (cas 2.).

Enfin, pour les systémes infinis (cas b.), on peut procéder de deux fagons différentes :

—~ soit en considérant un systéme fini (de résistance notée R, ), et en construisant i par-
tir de ce systéme un systéme similaire mais comportant une maille de plus (soit R, |
sa résistance). On cherche alors & établir une relation de récurrence liant R, , | et R,.
La résistance cherchée apparait comme la limite de R, quand » tend vers I'infini. Ainsi
siBR_,,=f(R,). Restsolutionde R = fiR);

= goit en ajoutant un maillon au systéme infini considéré : on obtient un systéme infini
de méme nature...

§%. Seolution

@ | POINT COURS

+ A propos de la symétrie et de "antisymétrie :

- Un axe A sera dit axe de symétrie si la topologie du systéme est invariante par la
symétrie d'axe A et si cette symétrie ne modifie pas le signe des courants d'entrée
et de sortie.

Les courants sont alors a répartition symétrique par rapport 4 A

Un axe A" sera dit axe d'antisymétrie si la topologie du systéme est invariante par
la symétrie d'axe A et si cette symétrie change le signe des courants d'entrée et de
sortie.

La répartition des courants est alors antisymétrique.

Pour les potentiels, on peut remarquer que les potentiels aux nceuds symétriques
sont opposés (pour des potentiels en A et B qui le seraient). Il en résulte que les
potentiels des noeuds appartenant & A" sont nuls et de fagon plus générale égaux.
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1. a. Le plan EFGH est un plan dantisymétrie pour la dis-
tribution de courants.

Onadonc: (A — G) = i'(G = B).
'l."ﬁ+"|.-’3
2

Les branches EF, HE, HG et FG ne sont parcourues par
aucun courant. [l reste donc quatre résistances R* = 2r en
parallele, d'od :

Dot Vg =

=Vp=V¥g=Vy.

4

R
R =

[ e ]

=R=

-

=i=

1. b.

POINT METHODE

* On a cette fois-ci un motif théoriquement infini, Le plus simple consiste & remar-
quer que I'on ne change pas la valeur de la résistance équivalente en ajoutant - en
amont —un maillon supplémentaire.

* On pourrait également établir une relation de récurrence sur la suite R, des résis-
tances équivalentes associées a des chaines de n maillons. La résistance cherchée R
est la limite de R quand n — +oe,

Envisageons la premiére méthode :
Ona:
A A
= R
i S )
De méme :
AlA A’
= R
BB B’
On adonc:
A
B =
B
D'oi R=rif(2r+R) =R = (320 ()
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Exercice 204

La résistance cherchée est donc solution de 'éguation :
RI+3IrR = 2rierR = R+ 2rR = 2¢:,

Soitencore: (R+r)? = 31 et R = —r+.f3r (R>0).

Finalement, nous obtenons

R=(J3-1)r

Commentaires

La deuxiéme méthode consisted relier R, a R .

A A

pr maillons

A \A A

B - g B B
it maillons

Oina done ;

R,,, = (ril {2r+ R}
. e R)
[¥Fon Hrii-l = Tﬂn = f{“."}-

la résistance équivalente R d'un systéme infini est alors donnée par la solution de
I'équation :
R = fiR}.

Soitici: R{(3r+ Ry =r(2r+RI=R+ 2rR=-2r = 0= (R+r) = 347

e R=rl3-1), __J

Considérons maintenant une série de N cellules branchée sur une résistance R, soit ;

A r
I
: - . -
N cellules

Il suffit donc de prendre R = R pour que la résistance équivalente vue entre Jes
points A et B soit également R. En effet, on peut alors remplacer R” par la chaine infi-
nie ¢tudide précédemment.
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D'une autre maniére, on a

\ r

;o o w _ rH2r+R)

/rjﬂ h }H avec RU==00R
r

Onadonc R™ = f{R"). Or Restsolutionde: R = fiR) (g (1))
Le choix " = R implique donc R” = R et de proche en proche :

Ro)yp = R comme il se doit.

1. Les droites A et A" étant infiniment conductrices, elles constituent des lignes équipo-
tentielles non résistives. Décomposons le systéme comme 'indique la figure ci-dessous.

On a supprimé les contacts (P, P) (P, P3), etc.

Soit V, la d.d.p. créée entre les points B et
-Iﬂl- D“ a 3':}1‘5 H G T T T T T ¥ T DJ

Sy
V, v, Q,
V(Q) = —: VI(P))= — = V(P
#H in " L
Yy pr ! )
De méme V(Q,) = - la Q, 5;
et V(P}) = V(P%) = 2—: A P 54 B Vo

Enfin, on a également V{P,} = 3 I &

le brin OP, représentant la fraction ﬁ de la longueur totale 00",
Il en résulte que : V(P,) = V(P}) = V(P]) = V(P}) = ...
On ade méme: V{5,) = V(5]) = V(§])} = V(5.

Le systéme considéré est alors équivalent a celui proposé dans 'énoncé (on peut relier
les points au méme potentiel Pyet Pi, Syet 51, ... P et P30

On a donc en paralléle p rangées de n losanges et deux lignes droites DO et J]".

Or
an r R R R
' — e e T o I
r F

avec R* = (2r {} 2r) = r= R(1 rangée) = nr

et Rip rangées en //) ="Tn—r ol r=ad.

ey

Deplus OP, = IR, et r(OPy) = ﬁ 0

D'oit R(OO") = 2n—= = R(]I). |
( ) ..El (I

Finalement
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Exercice 208

| d 1

E.. - H{DD’}+RI[p rnngéesﬂ]-
Dot —— = £+E=R=q= .
R, mnr nr S2+p
Soitavec r = ha: Rey = nha
J2ap
N

@ Geneérateurs ou récepteurs

Le circuit représenté ci-contre comprend
deux accumulateurs A, et A, de forces élec-
tromotrices E, et E, et de résistances internes
ry et r,. Ces accumulateurs sont branchés en R
paralléle sur le résistor R dont on peut faire I ]

. . . £, E;
varier la résistance.
On cherche & déterminer, selon les domaines
de valeurs de R, le type de fonctionnement de E,>0etE, >0
chacune des sources (générateur ou récep-
teur).

1. Justifier que l'on peut se limiter au cas E, = E,.

ry T

2. a. On suppose E, > E;.

Que se passe-t-il pour R — 0, puis pour R — == 7 Mettre en évidence l'existence
d'une valeur critique R_ de R. Donner ['expression de R_.

b. Que se passe-t-il pour E, = E,?
¢. Conclure.
3. Reprendre l'étude d'une fagon plus générale.

1 Solultion

1. La permutation des indices « 1 » et « 2 » ne > -
change pas le probléme physique. On aura donc b h
intérdt a choisir des notations respectant cette 7 i
o symétrie » (courants i; et i;}. u r"

[ fait méme de cette « symétrie », on peut imposer dés le départ E, = E, .
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Le cas E; = E; s'en déduit immédiatement en permutant les indices « 1 » et « 2 »,

Remarquons de plus que l'accumulateur A; se comportera effectivement comme un
générateur si i (tel qu'il est noté sur la figure ci-dessus) est positif. On sera donc amené
a calculer les courants ¢, et {; et & discuter leur signe.

On peut également déterminer la tension w aux bornes de R, le signe de i, et de i, s'en
déduisant par simple comparaison de w2 E, et E, ;

E.—n

) E,—u
ll — "

et i, =
Fy T2

2. 3. Quand R tend vers une valeur nulle (court-circuit pour R = 0) tout s passe
— i la limite - comme si les deux mailles étaient découplées (u = 0 et @ = §, 414, ):

i iy i iy

E . E :
Il vientalors 1, = — et I, = rr-:. A et A, fonctionnent en générateurs.
n r
* Pour R = oo (branche R ouverte a la limite), les deux accumulateurs tendent vers

une situation ob ils sont en séric ¢t en opposition :

L
L
W

Fy Fa i T

E,] IE: E E.T TEz

C'est celui qui posséde la L..m. la plus grande qui aura un fonctionnement en généra-
teur, le deuxiéme jouant le rdle de récepteur, d'odi :

. E; > E, = A, = générateur et A, = récepteur
=) oo

E; = E, = aucun courant ne traverse A et A, (i, =—i, =0).

* Résistance critique R_:
L'examen des cas particuliers B — 0 et R — 490 a mis en évidence deux états limites
du systéme :

A, générateur R — e A, récepteur
O R0 ®
A, générateur et E; = E, | A, générateur

Chapitre 2 - Electrocinétique 1 @‘I

Exercice 208



Exercice 208

Or les courants sont des fonctions continues de R. [l existe donc (pour E, > E, ) une
valeur critique B, de R telle que le systéme est dans une configuration du type
pour B < R, et du type pour R > R_.

La valeur de R‘. sobhient en rcms;rquam que i =10 iy
pour B = R_, l'sccumulateur A n'est traversé > -
par aucun courant (E; = E ), ¢e qui corres-
pond au passage de A, de I'&at pénérateur & 7| ry
I'état récepteur. On a alors ; . B,
R
w=E elu= Elﬁt_f;; (diviseur de tension), E|1 IEJ
I
Doy E, =E &
R +r,
: E,
sout R‘=r1EJ—E,1 pour E, > E,
On a done
A,  pénérateur A, récepteur
- : ; : » E,>E,
0 A, pénérateur K. A, pgénérateur R

2. b.Pour E, = E;, les deux accumulateurs fonctionnent en générateur (faire
R_ — +e= sur le diagramme précédent), quelle que soit la valeur de R, avec :

H=0et i, >0 pour r#rn,
i, =1, =0 pour r; = r, {gf symétrie du circuit).

2. €. Conclusion :

Enposant B, = qﬁ- on obtient :
A récepteur 1, <0
R >R, [ P .I
A, pénérateur I, =0
Ay = neutre » =0
A, générateur I =0
A, générateur iy >0
R<R, | B !
A; générateur i =0
T ; , E,
Pour E, > E,, on permute les indices o 1 » et « 2 » et R, devient R = "NE—E
1~ E2
E = E A et A, 1, =0, i,>0 pour ry#r,
I : géntrateurs =1, =0 pourr =r,
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3. Déterminons dans un premier temps la tension u aux bornes de . A cet effet, les
branchements étant plutdt du type paralléle, il semble judicieux de remplacer les accu-
mulateurs A, [E,, r,;] et A, [E,, r,] par leurs représentations de Norton

.
L] ]
J 1]
[t

Fi

—
N
=
=]
EY
b
—E-‘. )
O
=1
&,
=I.

AnrrrrrmE e

: E . E
Ona i, = ;-1 et 1, = r—z
I 2

Soit encore, en associant les deux générateurs de courant et en remplagant les conduc-

tances g, = rl g = :— et G = l—; en paralléle par leur conductance équivalente
1 2
1
th = R—'-
Gﬂl =g +2,+0, soil:
1 1 1 1

E;I_;"_|+I'__E+I_t|e'l I“T@ I{aq 7]
E, E,

I = fg,*1g, = —+=— = 8,k +4,E,.
o n

I
Nous obtenons alors G, u = I;;d'ott w = G—: = R 1, et:
= BiE 4 5E,
L+ + G
* Pour déterminer le type de fonctionnement de “accumulateur A, il suffit alors de
comparer ua E,.
ElEJ"“ElEz_E _ J'-'zEz"[E:"'G]El_

Or u-E, =
o rg v G n+Hm+G

Le courant i, est donné par ¢, = }I[E, -u) = g (E, —u)

A, fonctionnera en récepteur dés que i | est négatif, cest-a-dire pour u > E, , soit pour

£ . .
E, < Ezm (1) soit encore :

2

E E,—E
E,[i+l]-i-3=;!.£|{ i
ry R rs R Ty
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* Limitons pour instant 'étude au cas ot E, > E| ; il vient alors (E,-E, > 0) :

E
~pour R=>r, ['._lE_ : A, récepteur et A, nécessairement générateur
17 &y
{Au moins ["un des accumulateurs fonctionne en pénérateur quand les courants sont
non nuls : il faut fournir I"énergie dissipée par effet Joule dans les résistors.)

E
—pour R <r, ﬁ Ay générateur. Etil en est de méme de A, A, fonctionnant en
r ] |
générateur dés que E; > EIH Ei: G (on a permuté les indices « | » et « 2 » dans (1), o0
1

on a changé le sens de U'inégalité (récepteur — générateur)). Cette relation est auto-
matiquement vérihée pour E, > E;

-pour R = r, »il ne passe aucun courant dans A (1, = 0) et A, fonctionne en

i
EJ_EI

: £
générateur (E;_ =E, = E, g._"i:G]

D'oi les résultats avec R = r, F—E
L |

A, pénédrateur A, récepleur

: » (E4>E)
0 A; génératcur It A;  pénérateur Ik

E;!G et E,>E, £

g+ n+
A, se comportent en générateurs. Dans ce cas, la valeur de R n'a plus d'importance.

*Pour E, = E,,ona E, =E, el ce qui montre que A, et

Tous les courants sont nuls pour r; = r, (systéme complétement symétrique).

On retrouve bien tous les résultats du 2. On peut remarquer que I'accumulateur de plus
grande .&.m, lonctionne systématiquement en générateur, et ceci quelles que soient les
valeurs de R, r, et oo Il est done normal que A, et A, soient générateurs lorsque
EI = Ez .

A
@4 Voie électrifiée

Une locomotive électrique est alimentée en courant continu. Lalimentation est réa-
lisée par des sous-stations 5; distantes de D.
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Ces sous-stations relient les rails (au potentiel 4 B
nul) & la caténaire AB. Chague source §; sera |
représentée par un générateur idéal de ten- 5,
sion E (borne (B du cdté de la caténaire).

T
M

La motrice « M » est branchée entre les rails et ‘L ] 1

la caténaire. On supposera gue son moteur doit D ra

étre alimenté par un courant constant 1. - -

De plus, la caténaire présente une résistance lingique de valeur p et on négligera la

résistance des rails et des cibles de liaison & la caténaire.

5,

1. On considére une section de ligne de longueur D alimentée par deux sous-stations
(cf. figure ci-dessus). On note x la longueur de caténaire séparant la motrice de la
sous-station 5,. Exprimer la tension U aux bornes de la motrice, et en déduire la chute
de tension AU = E-U.

Calculer la valeur maximale D, de D pour p = 5-10° 0 -m-!; I = BOO A et
(AU) g = 45 V.

2. Une section de méme longueur D est - dans a4+ B
cette question - alimentée par une seule sta- 'Ti ) IE
tion selon le schéma ci-contre. La caténaire e E——
est constituée de deux fils identiques AB et |5, KM
A'B" {longueur D, résistance linéigue p) reliés
aux extrémités. La motrice est branchée entre
les rails et ['un des fils.

Reprendre les guestions du 1.

rail

3. On revient 3 un systéme de deux stations, A

mais avec une caténaire 3 deux fils court-cir-  [1 .
cuités au milieu de la ligne. -]
Calculer AU et D,,. 51 M 5
Que pensez-vous de ces trois systdmes ? l

Solution

1. Etant donné le sens de E, la motrice absorbera un courant la tra- U=
versant dans le sens indiqué sur le dessin ci-contre (ainsi la puis-
sance absorbée Ul est bien positive ). I [ =0

Le dispositif étudié se réduit donc au circuit électrique représenté
ci-dessous :

px u pibD-x)

20 [t Ofe

Prrarrd Lrrriry
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Les deux résistances px et p(D) - x) sont soumises 4 la méme tension E - U : tout se
passe comme 51 elles étaient en paralléle entre la motrice et une seule source de

tension E.
D‘UI'I.L‘ H [ 1 M
o opx+piD-x)
_ x{[-x)
P"h. = F' ’ _T
3 x( [ =x) _
et AU =pl- === | (AU=R, 1),

Commentaire

On peat aussi calculer U en faisant le bilan des courants au point de potentiel U
E-U_ E-U

=l =0
px p(D-x)

ce qui donne ;
E-U=aU=1.220-x) _p
px+p(D-x) =

Cette méthode correspond & Papplication du théoreme de Millmann au peint de
potentiel U...

Cette chute de tension AL est bien évidem- AU
ment nulle pour x = 0 et x = D (proximité |

immédiate des sous-stations qui imposent un IPDI [
potentiel E par rapport a la terre).

. . Ly )
Elle est maximale pour x = 5 avec:

|
"""Unu:i = EPDI

x
D'oir, pour AU fixé: 0 D2 D
44U
D = Dm“ = '
pl
Pour AU, = 45V, ilvient D, = — a2 .
5 - 10-% x 800

D'oi D, = 45km.

2. De la méme maniére que pour la premiére question, redessinons le circuit
electrigue : on remarque que la résistance pl) est alors en séne avec p(D - x), cequ
donne une résistance totale égale & p(2D - x).
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30 |

Cette résistance p{2D - x} est elle-méme en paralléle avec la résistance px, d'olici:

_ px(2D - x)
" px+p(2D -x)

_ px(2D-x)
W 2D

R

Commentaire

On peut aussi remarquer, en « dépliant » vers la droite le il A'B’ et en ajoutant une source
de tension E en A" (pour maintenir son potentiel & EJ, que 'on retrouve le montage de la
question 1., avec simplement 2D & la place de D...

On en déduit {AU = Hh1 -1

x( 2D = x)

.EI.U=|'J-|- 3D

Lexpression trouvée ici est de méme nature que celle établie au 1., D y étant remplacée
par 2. Ainsi, une ligne de longueur D pour le deuxiéme systéme est équivalente 3 une
« demi-ligne » de longueur 2.

En effet,ona:

g

Il résulte de cette remarque que I"on peut reprendre 'application numérigue de la pre-
migre question sous a forme ;

(2D),,, = 4,5km d'ed D__ = 2,25 km.

l— s
L
L

[P,

m
I

e1C

FFTIRT FFFITT

3. Remarquons tout d'abord que la symétrie du systéme impose :
Uix} = U(D-x) (positions symétriques par rapport au milieu de la ligne).

On peut donc limiter 'étude 3 0 = x = %
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Le systeme proposé correspond au

circuit représenté ci-contre, P3 P3
Transformons ce circuit ; —:_E:_'
Les deux résistances [plz—}j] entre Cet At i = —+ B
X

B sont en paralléle. On peut donc les P p (g -_3;) p%}

I S 1 E]
remplacer par la résistance E(p:! : : l(:} el : (:)T .
Yautre part, les deux noouds A et B
sont au méme potentiel E: on peut
done les confondre (ce qui revienta 77 " T
« replier » le circuit, et supprimer une des sources E... ).
[Doir le schéma :

LoD
i’ R
—
O C = 2 c
7 LA , A
E 5PD E -
px D
U o(7-%)
L -
I

. l | . I=2 1 |
ol R = [[Epl.}] W {EPD)]' soit R = T h (EPD] et R = EPD'
Do ;
— 11— . AP _
; | 7 ‘U R"=R+p [2 )
—_— 1 — . _ (2D
F px ' vo=p fT_ )
et finalement :
2D
2
R = PxR" P
“ T px+ R
px px+ p(%g—x]
_ pxillr-3x)
Req = 2D

@ Partie 1 = Physique MPSI



On en déduit (AU = R -T) :

_ px{ED—Jx]I D

T . .ﬂ == R
AU D aved x 2

Cette chute est maximale pour x,, tel que :

%II{ED—HH = 0= (2D =3x,-3x, =0} soit x, = ?
La chute maximale de tension a pour valeur :
p2(2D - D) ,
(AU} = 5y — (AU e = apDI

Ce qui donne D = = 675 km.
Pour comparer les trois systémes, redessinons une ligne comportant plusicurs sections ;

» Systeme (1)1 (D = 4,5 km)

D D M) D

- e
=ik o il

abbte b Eyoaﬁé S dte dte Dt

L

* Systéme @: (D = 4,5 km)

D2 132 D

= = s
.- - N

- | — o ) I

T e

- Systéme @ (D' = 6,75 km = 1,5

Les figures de droite représenteraient une optimisation du cott d’établissement de la ligne
(minimisation du nombre de stations). Ainsi, les systémes (1) et (IT) sont semblables
mais @ nécessite deux fois plus de cuivre (ligne double). Le systeme @ semble plus
avantageux dans le sens ot il exige moins de stations pour une méme longueur de ligne.
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5. Réegime transitoire

@ Bilan d'énergie

il.

On relie deux condensateurs (capacités C et C', charges initiales respectives Q, et Q)
par une résistance R :

Q, R Q|

] ¢

1. Déterminer 'évolution du systéme, et préciser I'état d'équilibre final.

2. Faire un bilan énergétique : on exprimera les résultats en fonction de C et (' et
des tensions de charge initiale U, et U, des condensateurs.

Ce qu’i] faut saveir

11.

» Tension aux barnes d'un condensateur.

* Energie emmagasinée dans un condensateur.

Ce qu’il faut dnm]:t‘endl“e

5.

L'état d'équilibre final correspond & un courant nul, et la tension aux bornes de chaque
condensateur résultera de la conservation de la charge électrique « emprisonnée » sur
les armatures des condensateurs.

Faire un bilan énergétique consiste & montrer que la perte d'énergie emmagasinée dans
les condensateurs entre le début et la fin est égale (en valeur absolue) 4 I'énergie élec-
trique absorbée par la résistance et dissipée sous forme thermique (effet Joule).

So]utioh

1.

POINT COURS

. d
=Cu| e |i=12d
1 di
Ces relations concernent les condensateurs en convention récepteur, en notant ¢ la
charge de I'armature par laquelle entre le courant i.
i | |
iqll

.
u

Remarque : { et g peuvent étre négatifs,
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Soit 1 le courant dans la résistance B. Avec

Iers orientations précisées sur le schéma, il q n q
vient : "T — ::Tu*
C *

]

I
ol e
=

]

I

o
n.|l'—‘-
= |5
‘.:5

T

o dg’ L dw i
Ui i T T
D'aprés la loi des mailles : u

-u+Ri+u = 0.
On dérive cette équation, et on élimine les tensions :

.ﬁ-ﬁ-ﬂﬁq.d“lI =
de  dt dr

i di i
cHREtE -
Soit finalermnent :

RCC di
C+C dr T

Clest une équation différentielle du 1 ordre dont la solution générale s écrit

_ RCC’
T C+C
La valeur de A est déterminée par les conditions initiales :

i(t) = Ae~¥?  enposant 1

A = i(0%) = Fluy-uf)

(d'aprés la loi des mailles & I'instant initial, les tensions aux bornes des condensateurs
sont des fonctions continues du temps... ).

Finalement :

it = l_ltiuu—ué JTomd

T 1Q, Qi
w=g(2-T)

Le régime permanent (t = +ee) correspond biena 1 = 0,

soit 4 = &' = u_ OUencore E" = ?'; = i

Q.. et Q désignant les charges finales des deux condensateurs.
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# 1 POINT COURS

La conservation de la charge emprisonnée entre les armatures des condensateurs
découle de la définition de i :

,=_dj=dj: *oit dJ di=
: dr dr d'oi d.t+dt 0

soit en intégrant g(¢) + q'(1) = cte.

Cette conservation des charges impose ici :
Qo+ Qy = q+9 = Qu+QL
Q. QL _ Q.+QL _ Qu+Q;

dl L] : — _‘ - - - - - .
W =F =T C+0C C+C’

[l est alors facile d'obtenir 'expression de wu(t), nécessairement de la forme

wit) = (h+ pe™) (puisque % = —E: o) €t wérifiant w(0*) = uy et
M=) =,
s0it A=u, e A+p=u

C¢ Ui iImpose :

() = b, + (g — )"t

el 'expression analogue pour w'(1).

Allure des courbes

Y

pour H, = "5

e
Ll &

Y fossssscsalo=p

u'(e)
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#® POINT METHODE
Etude du régime permanent

En régime permanent continu, un condensateur s¢ comporte comme un interrup-
teur ouvert.

On ebtient done pour ¢ = = le schéma suivant.

HEED ey BRI
. R

u_h /Tu;

On doit done avoir i = 0 {circuit ouvert)
et H, = u,

Il est toujours bon de vériher que le comportement attendu correspond bien &
I"étude mathématique faite précédemment,

2. Calculons les énergies des condensateurs dans I'état initial (f = 0) et dans |'état final
(= +oe):

1 |
E, = E'Cué-l- EC L.r[,,I

Il 2 l r_rd !-! 3 v
Ep = SCu_+5Cu" = S(C+Chu,  (u_ =u).
On en déduit la variation d'énergie du systéme :

AE = E,-E, = %u:-.- c')ui_%cuﬁ,_ %{:’u;l

1F{Cuy + Cluy ) .,
“E=E[ Cro - C- O’
]. ) F F e 2 ool
AE NC+ ) [2CC By iy, = X uﬂ—':f:, Uy ]
_ 1 cc , 12
AE = -3 Cr oMo~ )

D’autre part, I'énergie recue par la résistance a pour expression :

W, = I:Rildr

W, = RJ': (0% )e-2tds

W) = RiY(0%) - [- et = STRi2(0°)
21, T2
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soit, en remplagant T :
1 CC’

- = HrIRA ) [
Wi =3 grehiol
et (loi des mailles : Ri(0*) = w(0*)=u{0*") = uy— sy ):
1 CC’ ‘
Wi=3 Crot i)
On a bien AE+W, =0

ou encore, avec le langage de la thermodynamique et en notant U I'énergie interne du
systéme total (I'ensemble du circuit) thermostaté :

AU = We 4

ici wel = 0 doll AU = Q.
Or AU = AE que 'on vient de calculer {pas de modihcation de I'état thermique du
systéme)

soit AE = Qu=Qy = -W,.
La température du systéme étant imposée, ['effet Joule correspond & un transfert
d'énergie thermique au thermostat (Q,, < 0).

@ Conditions initiales - conditions d'équilibre

11.

On donne le circuit ci-contre, ; R C

Pour t < 0, linterrupteur K est dans la posi- [:]_]

tion 2, et les deux condensateurs {de méme

capacité C) sont déchargés. EI() Rl | ==
Aladate t = 0, K bascule de la position 2 i 2 . i i

la position 1. 1k

Determiner les valeurs des courants 7, 77 et 1" (voir figure) 3 la date t = g, & positif
et trés voisin de zéro.

Au bout d'un temps T suffisamment long (les courants étant alors tous nuls), Uinter-
rupteur K bascule & nouveau, et revient en position 2.

Déterminer les valeurs des courants 7, 1° et 1" aussitot aprés le basculement de K,
puis lorsque le régime permanent est atteint.

Ce qu’i] faut saveir

* Lot de continuité aux bornes d’'un condensateur.
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1.

Ce qu’il faut cumprend’re

1LY

Lexercice n'est pas du tout calculatoire, Il demande de déterminer les différentes grandeurs
(intensité ou tension) en utilisant la loi de continuité aux bornes d'un condensateur {aux
changements d'&ats) ou les lois du régime permanent (pour un temps infiniment long).

So]ution

@

POINT COURS

Lorsqu'on bascule un interrupteur dans un circuit, il y a continuité de la charge des
condensateurs (et donc de la tension aux bornes des condensateurs).

Par continuité de la tension aux bornes des condensateurs, on a :

{ u(e) = u(0-) = 0
w(e) = u'(0-) = 0

30

ce qui entraine, puisque ¥° = Ri":|i'{g) =0

[Yaprés la loi des mailles, E = Ri+u+u" d'oi:|i(e) = R

Et puisque i" = i-4' i'{z}-%

* Au bout d'un temps T suffisamment long, le régime permanent est atteint.

POINT COURS

En régime permanent continu, les condensateurs se comportent comme des inter-
rupteurs ouverts {intensité nulle).

On a alors : i i -
——{__ }——" —1— ;

W i

310 : ak

Puisque " = i=:", (T)=0 ded [&'(Ti=0
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etpuisque E = Ri+u+w’, |w{T)=E

On bascule alors I'interrupteur dans la position 2.

Le circuit devient :

On a donc, par continuité aux bornes des condensateurs ;
w(T+e) = u(T) = E
ui(T+e) = u(Ty=10

Onatoupours: w" = Ri’, alors [ {(T+e)=0

En maintenant, 0 = Ri+u+u"  soit :'I{T+Ef||=—E

R
O en déduit :

i"(T+e)= —-E (i"=i-i").

Au bout d"un temps sufhsamment long, un nouveau régime permanent est atteint,

alors |i, =1 =10

dou [i, =0

soit u, = 0 et u, = 0. Les condensateurs sont déchargés.

&%) Deux bobines en paralléle

On ferme linterrupteur K & Uinstant ¢ = 0. R i
e———d
1. On suppose dans cette question que les i, iy
deux bobines sont identiques (L, = L, = L C}
et r, = ry = r}). Déterminer les courants : Ly ry 2 Ly 1y
i(t), i,(t) et iy(t). -
Commenter les résultats obtenus. K
L, L
2. Méme question dans le cas od L, # L, et r,#r, avec cependant .r_] = r_z = 1.
1 F 4
On pourra également poser, avec R, = i S S
E POser e _1+i' =T R+R,
R

Commenter,
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3. On se place désormais dans le cas général et on pose :

Ly, Lz, Ly Ls

t]-'r_li T'E-Er T-I_—"E El'. T?—E-.

a. Donner le systéme différentiel du premier ordre verifié par le couple de vanables
[1,0¢), 75(t)]. Que peut-on en déduire sur la nature des solutions en i,(t), 7,(t) et

1(t)? On ne développera pas les calculs.

b. On donne ci-dessous les courbes T-E-—}flliﬂr TL—}!'?{I",I et Tl—}j{ﬂ pour

1 1 1
ro= rz:;E = 1A; L, = 50L, et différentes valeurs du paramétre 1 = FE:
1 1
& A
0.6
0.4 |
_ 0,2
o o0 t
o 1 2 3 4 71 o o5 1 15 27§
. R , R
1= =1 Fig. 2 : = =
Fig. 1 " 0.1 . 2 " 1
i(t) 0,01 itt)
0,08
i5(t) 0,006 1 i(t)
0,04 :
Iy(£)
0 -

0 0.4 0.8 1,2

Fig.3:§=1u

1
Commenter ces courbes.
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1. Ce qu’iI faut saveir

T — —_ e e

Points de cours

+ Circuit rL série.

» Continuité du courant dans une bobine.

» Régime transitoire — régime permanent.
Outils mathématiques

i E.{Iualiun différentielle linéaire du 1" ordre.

» Systéeme différentiel linéaire du 17 ordre.

12. Ce gqu'i] faul comprendre
1 et 2. La présence des bobines retarde |'établissement des courants i, et 1,, et donc
du courant f dans la branche principale. Pour R suffisamment faible, les constantes de
. . . . . . L
temps qui vont mtervenir sont certainement celles des bobines, a savoir 1, = r—' et
I
L,
TI = r—"'
Le probleme se présentera simplement lorsque T, = T,, les deux bobines ayant des
comportements « sirmilaires =,
Au bout d'un temps suffisamment long, les courants seront établis et les inductances
L, et L, pourront étre supprimées, On a alors un circuit purement résistif, et les valeurs
asymptotiques (1), (7,)_ et {(i,)_ sont connues. Il pourra étre utile de faire interve-
nir la tension w aux bornes des deux bobines.
1. Selutien

1. Les lois de [électrocinétique  permettent R .
d'écrire : — 1 !

di, . i i
u=ri+L—=— (bobine ¥ ) T

t
7 el(D W8y He
di,

u = E~Riavec 1 = 1, +i; (loi des neeuds).

MNous nous sommes placés dans le cas o les deux bobines sont identiques ce qui impli-
que bien évidemment 1, (¢} = (1) = ::.

Les équations précédentes donnent alors

= E=Hi = r=+

Pl | oo
L0 N

|¢|.
oy B
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soitencore  ©& (R+f]i= E.

Posons T =

La solution générale de cette équation différentielle est fournie par

i
+he U,

. 2E
il = T

Orat = 0% on doit avoir i {0%) = i,{07) = 0 (continuité¢ du courant dans les
bobines)

dlot  i(0*) = i (0 +i,(0*) =0 et A = _mzir-
Finalement :
: 2E L3R o
'm—ﬁﬁi“* )
. . i
et 1,(1) = LI = 3
i
o e
i = ik
- ER""F ‘.‘i i
1] I =£
tI'
Commentaires

* Le courant i correspond au régime continu éta-
bli pour lequel le circuit est purement résistif
]-ZT

(ﬂ=ﬁ=@

dr di
(n a done :
P = b =R+(rlin) = R+ = Ral (rmr=r
- H-ﬂ;' Rcu I . J"l_+i'] = 1 F S -

On aurait pu remarquer directement que, les mémes courants traversant les deux bobines
identiques, on pouvait réduire 'ensemble de ces deux bobines (L, r} & une bobine unique

33}
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L 3
L )

i i i i
2 2
‘ L
L I _ 3
. =
r r :
2
, d i i Ldi r.
[Xans les deux cas, on a bien: u = LE[EJ+ 5= 357 5"

Le circuit global devient :

E:[H+£}+Eﬁ

€ 2t

2. Cette fois, les deux bobines sont différentes bien que leurs constantes de temps aient

LI L.!
une méme valeur | — = == 1.
ry T

Les équations précédentes peuvent se réécrire de la fagon suivante :
E_Ri iy _ di,
H = = inl = FI(II +Tm] = FE[I]."‘TE] |:1':|

di, 1
i +T— = —(E-Ri)
L dr T - 4. {1 -
ol : U+ i)+ Tl + 1) = | —+ — |(E-Ri).
. d, 1{E Ri) dt o
14 % Tre=== -— ]
! dt ry
di _nh*h ryry
Soit i+ T— = ——(E~Ri); notons Ry =
dt LF: L+
et regroupons les termes Td—i+i[l+i:| = £
regroupon T R, R,
T di . E
— t =
rRa T RaE,
l 4+ —
B,
Soiten notant 1 = ol T = —
© R+R, B R’
l + —
R'.'n'

i) = I'_(l -fxp[:- ti] puisque i0) = 0.
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Soil encore i(:}:—E— | —exp|=|1+ R_|f (2]
R T rry |t
=
r+r, roE T

di !
On a d'autre part, d"aprés (1) : i,+1—:' = E_E.' = E_E,‘_(I —_ :)

d o n i 1
, . E-Ri,
soit en posant i, = —-—r-—:
i
etoh e
i — =i, +—i_t
1 d: 1 F.

Nous avons donc 1, (¢) = 1, + 1 () (1,.:solution de régime permanent),
1", (t) étant solution de I'équation différentielle du premier ordre :

—= e ot (3
:||+1Jt e (3)

La solution de 1'équation homogéne est Le ©,

La solution particuliére est de la forme Ae ¥ avec, en reportant dans (3) :

Finalement, nous abtenons :
E i
1(t) =i, +he T+ :‘Ei_

|

l-=

etavec 1(0%) = 0:

i(t) = :‘._[l -c"i]+r5| : iﬂT(.;?_ ,;;)

—
"

A T
Il apparait ainsi deux constantes de temps: T, = T et 1, = T =

1 +

Ty

Fy+ Ty

Commeniaires

* L.a valeur de i est donnée par: i, = F_:'_-{‘- st :
1 T

E R [':{F| +rl] Er|r2

= —-— = .
I= ro nRir +r) 4 o [R{r + )+ 0]

Chapitre 2 - Electrocinétique 1 @1

—5

Exercice 213



Exercice 213

Er;_.
C R{r,#r) 4

[Yoi i,

équivalent en régime continu éabli.

+ expression que 'on peut retrouver & partir du montage

3(0)

Ona ainsi {diviseur de courant) : §, = 1

R i (.
—
I ;
1 e
Fi F
Fa - E .
- avee |, = ————— o le résultat.
ry+r R rry
ot

* Pour déterminer le courant i(r), on peut remplacer le systéme (L, r,) en paralléle avec

L.L
(Ly.ry) par une bobine unique dinductance L, = - I-Hi et de résistance
1 ¥ L
r L
R, = L: En effet, pour — =-21 ona
i - 1 Fy
i di, 1 1 d
- = Y . 2.2 = i , .. .
r1 f t'l“' u[ﬁ ¥ F;:] [j:+==l:|+1dl'[:|+lﬂ
i di, . di
o i'“”ﬁ 0= F.,-,HrTE,.,-m-
Fr L, rr I L,L,
3 i , = L2 = . il 173
On a bien R, e et L, = 1R, TS = kl., » +|..2
L;
i i
i
L, L
L Lo (7=3) (L /L)
T = u
) r; {ryffrs)
Le circuit global devient alors @ ;
. . , di R+Ry,
"o E=(R+R;i+L,—
dt
(D Ly,
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3. a. Désormais les deux bobines sont distinctes et leurs constantes de temps sont dif-
férentes (1, #1,). Onadonc:

u=FE-Rr el 1= 141,
o= i+ Ll% el o= r;:j2+ L;i—i:
soit encore
o odi L o diy
f|l|+L|E = E-Rii +1,) = r::lz-inl__IE
d'on

ﬁ__[i+ﬂ}_ BE. E

ar - AL LT

di
L'équation permettant d'obtenir Sa résulte de la permutation des indices 1 ¢t 2, d'odr

dr
le systéme différentiel du 1° ordre par rapport aux variables 1,(1) et 1,(¢):
di, 11y 1. E L, Ly
E O D N T ar
| ai 1,1 1 E o L
F N L LA —_— et = —1-
T [T3+T:):1 Tzlj +L.z T, = m T, R

Avec les conditions initiales 1,(0%) = ,(0*) = 0.
D'autre part, le systéme précédent implique :

d‘-ljl - E di;hn E
m 5 = rl g m][r = L—z.

Posons alors ¢, () = i+ 1) () et iy(r) = 0, + 1, (1) ou i, a été défini au 2. et

Py = I, — 1), dob:
di} 'y
B (Lady,-E
de T, T, T,

- .
diy _ -(1+L],-- _h
de — o\, TOT,

Il suffit alors de chercher des solutions de la forme | (#) = A eP et 15 (1) = A,ef,

En reportant dans (4), on peut alors remarquer que p doit vérifier une équation du
second degré dont les deux solutions sont nécessairement de la forme :

1 1
P o ip=

{un régime pseudo-périodique est icl impossible).
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Finalement, on aura :

I

I
() =i +heT spe™

F ]
JIEEI'J = l.lu+ llf' t-+l|||zf L

[
.!1

r
(1) = i+ (A Ry)e T (1, + e
Les coefficients A, A,, M, et |, se calculent avec les conditions initiales précisées
plus haut.

3. b. Les courbes données sont bien représentatives des résultats précédents.

= Valeurs asymptotiques :

.
i, = 2 = ' :ﬂrE=1etr,=r1d’ﬂﬂ:
R+ r.ri E+ ]"z Fl
rl + FJ FI J"I + ]"2
r
- = R ! et 1, = :',,r :r = 0,51, = i,
- +ﬂ.:-! | z
rl
R _ . .
r Ll A) HelA) = 5. 0A)
.1 1.67 0,83
1 0,67 0,33
10 9,510 4,8- 10
110K] ~ 107 ~ 51077

m Pentes a l'origine :

ﬂna —=_::._=_1_'__'=|

1 T L
de méme —-=L£:;..-..._z_ - Eli _ 50.

ni,

d di
On a bien ﬁ) = d—l: } (rapport 50} comme l'indiquent les graphes. De plus,
o o

en tragant les tangentes a l'origine pour les courbes ¢ — ¢, (¢}, on montre la cohérence
aved la valeur 1 calculée ci-dessus.
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Par exemple, en reprenant la figure 1 (¢f. également la figure 2 :

'

i

m Constantes de temps

— Le courant 1,(r) dans 2| ne présente pas, au voisinage de t = 07, de « brusques » varia-
tions comparativement 4 1,(¢) (et par voie de conséquence & i(f) = 1,(f) + 1,(t) ). Ceci
estdhiaceque L, = L, ...

- On remarque également que le temps d'établissement du régime permanent semble
diminuer quand R augmente, ce qui parait naturel.

- Pour R suffisamment grand, le courant 1{r) devient, trés vite, pratiquement cons-
tant, les courants i,(t) et i5(t) évoluent alors en sens inverse avec la méme constante
de temps.

On pourrait montrer que pour R « trés grand », les constantes de temps ™ et T ten-
dent asymptotiquement vers les valeurs :

1 1 1 ] (H )
e =R — e || -
7 [LI +Lz L, 1

1 Fy ¥ [Ir, i ]
— = =l K}
T L,+L;, LL,

T correspond en fait & la constante de temps du circuit que I'on obtiendrait en négli-
geant ry etr, (R==r et R==1r, ).

T est associée & la constante de temps des deux bobines en série.
On peut vérifier sur la figure 4 {:_—1 = 100 et donc R == (r, = r,)) que l'on a bien
|

™ ~ 0,51, (cf. courbe t—’l = iy(f))...
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@ Circuit LC réel en signaux carrés

El.

On donne le circuit :

i

Il est alimenté par un générateur de « signaux carrés », périodiques, de périede T.

= |

Eq _

L 3

0 I T
_.|g||;L )

1. Préliminaires :
a. Rappeler l'expression de la résistance critique r, d'un circuit rLC série.
b. Dans le cas ou le régime transitoire s'amortit suffisamment rapidement, déterminer

les valeurs asymptotiques de w(t), quand ¢ — {n + %]T- puis t = (n+1)T".

2, Etablir I'équation différentielle régissant la fonction u(t).

Classer les différents types de solutions i Uaide d'une condition portant sur r, r_ et R.

Commenter les résultats obtenus.

On posera w, = i*l = 12[1+1r) avec T=RC et 7' = L
2t 1 F

Jic

3. Dans le cas ol le régime est pseudo-périodique amorti et d'amortissement relati-

vement faible {on supposera que l'ona @ A << @y |1+ % ), quel doit étre Uordre de

grandeur de T pour que chaque & train » d'oscillations - généré par la commutation
du générateur - soit indépendant du « train » précédent, c'est-a-dire indépendant de
la valeur précise de T ? Donner 'expression de ui(t) dans ce cas.

Ce qu'i] faut saveir

Points de cours

= Circuit rLC série : étude du régime transitoire.

* Régimes pseudo-péniodique, apériodique critique et apénodique hypercritique.
Outil mathématique

* Résolution d'une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre.
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#2. Ce qu'i] faut comprendre

1. a. Etant donné un circuit rLC série, la valeur critique r_ de r est celle qui permet de
passer d"un régime transitoire pseudo-périodique (r < r_, « faible » amortissemnent)
un régime transitoire apériodique ( r = r_, « fort » amortissement}.

b. Pour e = E; (ou ¢ = =E },le régime transitoire 5'étant suffisamment amorti, le sys-
téme finit par atteindre un régime continu ol courants et tensions sonl des constantes.

2. L'établissernent de I'équation différenticlle ne présente guére de difficultés. Clest
une équation du second ordre (présence simultande de L et C) et la nature des solu-
tions dépendra du signe du discriminant de 'équation caractéristique associée.

3. Les oscillations de w(t) sont simples a étudier dans le cas ol elles peuvent &tre con-

sidérées comme complétement amorties sur la durée T : chaque série d oscillations
débute dans les mémes conditions, indépendantes de la valeur exacte de T... Ces con-
ditions sont alors celles du régime continu permanent du circuit.

4. Selutien

1. a. Considérons le circuit rLC série alimenté par un L
générateur continu :

e(t) = 0 pour t <0 et eft) = E; pour r = 0. L'évo- E“}T
lution du circuit est régie par 'équation différentielle :

|

odig _ . . _dg |
n+Ldr+E-E‘} avec i = T |
Soit encore :
d? dg_ q _
Ld:1+rdr+C-E'”'

dont la solution est fournie par g(t) = CE,+ g'(1) avec:

diq’ A g _
Ldﬁ+rd-’+ﬂ i,

@ | POINT COURS

La solution générale de cette équation homogéne associée (équation sans second
membre) s'obtient 4 partir de I'équation caractéristique que doit vérifier la gran-
deur 00 pour gque ¢™ soit solution :

Lt::=+n:¢+{l: = I]=={¢=+£u+ljl—{: = 0.

C'est une équation du second degré, de discriminant A tel que:

2
r 4
&= [i) Tic

C'est le signe de ce discriminant qui détermine la nature des solutions du pro-
bléme physique.

Chapitre 2 - Electrocinétique 1 @?

Exercice 214



Exercics 214

La résistance critique r, correspond donc 4 la valeur de r qui annule A soit :

= — =% r.=2 = (1)

1. b Pour e = + E;, supposons le régime permanent atteint. On a alors 1, = cste et
q = cste, soitencore: uy = 0 et i = 0. Le aircuit devient :

A0 R |

[ 5¢ réduit @ un simple diviseur de tension, de sorte que :

u[r — [n + %)T] - E“‘rfﬂ (2)

De méme, pour e = -E:

R -
u(t = (n+ 1)T7) ~ B (2%
2. Soit i(f) le courant traversant le générateur.
L r A

ei C::HT

D'aprés la loi des mailles :

di .
Ld—r+r:+u—e = 0

et, d'aprés la loi des necuds en A :

P=ietig = c*:l_‘r'-u-%
d’oi, en éliminant ¢ :
d*u L du du r
Lcﬁq._n-mq-rc-a—rq-ﬁuq-u = ¢ = tE,

et finalement :

du (1 r) du | AV
ﬁ*[ﬁ*i m*ﬁ[”ﬁ)”-*u:
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POINT METHODE
+ La solution générale de cette équation différentielle du second ordre s"écrit :
solution solution générale

u( 1) = { particuli¢re + 1+ de I"équation
de I'éq. compléte homogéne associée

R -
R+r

* Une solution particuliéreest u = *E,; -

« L'équation homogéne associde admet des solutions en e™ telles que:

POl T A Ve

comme on I'a déa indiqué précédemment, la nature des solutions physiques
dépendra du signe du discriminant A.

Posons m, = ﬁ et 24 = [é+1l,] (I{IC L] (3) devient :
u-‘-+11u+mﬂ(l+lt] =

2 F
et A= 'I=|:1. - mﬁ[l + ﬁ]]
*1"cas: A= 0
Les solutions de I'équation caractéristique sont alors :
0, o, = —li—;.ﬁ. (o, etat, < 0)
et les solutions u(r) cherchées sont de la forme :

R
u(t) = iE-E"# +Ae™ + Be™  (4)
On dit que le régime est apériodique amorti.

*2as:A=0
L'équation caractéristique admet une racine double -4 et les solutions u(r) s’écrivent
alors :

u(t) = +R£T+{ﬁ+l.’-.r]e"'-’ (5)

Clest le régime apériodique critique.

*Feas: A<D

On pose alors 0! = ﬂ.‘bé[] +ﬁ]—ll

d'ol o, = -Atiw (i‘=-1)

et u(t) = t%+{hcmmr+ Bsinwt)e*" (&)

et le régime est alors appelé pseudo-périodique amorti.
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Le régime pseudo-périodique est donc obtenu pour A << 0, c'est-d-dire pour :
F 2 r

et en revenant aux données du probléme

1 ry 4 r
[E*I) “ﬁ(“ﬁ]

L
oF avec rf = 4E:
2.2 2.1
L r F.
(H'ﬁj < rf[l + ﬁ]::(r- 4_5-) <rl.
Finalement
r:
F—= m < F': {?]‘
Le régime pseudo-périodique correspond donc & :
2 2
L [
in fEErsr + iR
s0il encore i
2 )
r': rﬂ
— = < e —
sup |:ﬂ. i rE] r<rt s

Donnons-en une représentation graphique i L et C fixés (donc 4 r_ fixé) :

r

R
2
r

P oS o
4R °

o

7

Tout point représentatif Pir, R) appartenant au domaine non hachuré convient
(régime pseudo-périodique).

1'@ Partie 1 - Physique MPSI



Commentaires

* Pour R infinie, le montage se réduit au circuit r LC série classique. Le régime pseudo-pério-
digue correspond bien & r << r,, par définition der_.

* Pour R = 0, il n'y a plus de valeur possible pour r, la capacité étant court-circuitée.

* Pour r = 0, il sufht de remarquer que Fon peut établir pour le régime transitoire I'équiva-
lence survante :

F 1 i L.
CF l
0 ul__C||R = 0 , I
r
En effet,ona:
i di .. .{
D-Ld_r+“ HELE‘+FI+E:'
;= U, ot = 97
EtI_H+EdI ﬂ‘_dl
. s . Ldi di . . d4 i 0
d'od l——ﬁa—mﬁ il on DILE+F‘I—E+E=H
. d¥i o P di 1, , d¥i ordi 1 .
ol E.'.H—Cd_l'*ﬁl-l} S04t F-rfd—tirﬁl-ﬂl.
Les deux équations régissant les vanations de it} deviennent identiques pour
P I
£ r I. & ].. r-r
C=Cet T == "% "

.
; .

3. La condition (7) est réalisée, et le régime est pseudo-pénodique : on a donc pour les
valeurs + E; de e(r):

u(t) = iEDH—R-H+e-’“[Acmmr+ Bsinwt) ()

soit encore w( ) i&%ﬁ Al 4+ B2. e~ Meos(wt + ).

On considére que les oscillations deviennent « imperceptibles » lorsque leur amplitude

(i savoir /A* + Ble~* ) est devenue négligeable comparée au saut de tension ..'!E,:,“i:'_ -

imposé 4 w(t) par le générateur.
On prendra par exemple :

JAT+ Bleh = 102 2E, 1

R+r
et si ty désigne la valeur de ¢ correspondant 4 I'égalité, la condition cherchée s'expri-

T
mera sous la forme 1, = 3
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Il faut donc déterminer A et B : on peut e faire en supposant que 'on est bien dans la
situation décrite ci-dessus, est-a-dire qu'au moment d'une commutation (f = aT

RE
par exemple) ob e(t) passe de —Ey & +Eg, la tension u vaut _R_-I-ﬂr et le courant

{régime permanent continu} :

E,

e e

R+r

o, en prenant une nouvelle origine des temps & cet instant :

-

de, o E, 1 En_
PTASRR A ol P Toll Tl

En reportant dans I'expression (8) de w(t) (signe @ pourt>0):

RE, + A = —E (u{ﬂ"}l = -EE-E]

LA
R+r +r R+r
_AA+Bw=0 [ {0*}=0]

It
Il vient A= _1_E‘L et B=2.a
B+r 1)

du

dt

d'ob Famplitude des oscillations :

RE
JAT+BI = 2—2. 1+:?

R+r

et la condition cherchée (avec 1, =< % s

T

A
P PR -

i
A
1+E

T 1 5
- = = |-
12 Ilnll}l-lrlln(l-l-mzj
Si on se place dans le cas de I'amortissement faible (A « pas trop grand », c'est-a-dire
A <, || 1+ % pour que les oscillations soient visibles sur plusieurs pseudo-pério-

des), on peut négliger le dernier terme :
Mo ~ 1 == AT = 4In(10) ~ 10 {ordre de grandeur).
[‘I:IE ¥ r
of1+5)
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Il faut done, avec A = 1(]—+l,] (t=RCett = I—']':
FAY S 4 r

&,

T

T= 20—
T+7T

Lorsque cette condition est réalisée, les oscillations sont effectivement amorties au

bout du temps 3+ cequi justifie les conditions initiales prises pour calculer A et B,

L'expression de wit) est bien alors :

1 RE, A
= T= = = | | = Fp—| d ,
pour wlT <T (n + E)T ul ) n r[1 2e [msmm! + CO5MI ]]

oh ' =¢t-nT;

pour [n+%)T < = (n+ 1)T, u(t) change de signe et t* est remplacé par ¢ - %

Commentaire

La valeur de I"expression TTt, est toujours inférieure a la plus petite des deux valeurs T et

’

T
O peut done prendre {condition suffisante...)

T = 20 Min{T, T°) _I

@Simulatinn de résistance

Dans le circuit ci-dessous, le commutateur k bascule périodiquement d'une position
a l'autre, suivant la loi :

anitﬁ'[n+%)-T k en position 1

(n+%]-T{tﬁ[n+1]T k en position 2

(n entier relatif, et V, <V, ).

N
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On suppose le phénoméne établi depuis longtemps : toutes les grandeurs électri-
ques du circuit sont périodigues de période T et on prend comme instant initial
f =0, la commutation correspondant 3 n = 0.

]

1. On pose v(0) = V, : déterminer a loi donmant v(t) pour 0 <t =

T T . T

E{tET. On notera P[E] =V, et o= T

2. Exprimer V, et ¥, en fonction de V,, V, et o.

En déduire Uexpression de la quantité d'électricité qui transite du générateur « V, »
au générateur « V, » pendant une péricde T, et calculer l'intensité moyenne I, cor-
respondant & ce transfert de charges.

3. Quelle serait la résistance R, qui serait traversée par le

5 puis pour

méme courant m ? Iy e

oyen ? - Ne—
Donner son expression en fonction de r et 0. Comment varie
Req lorsque T {ou a) est modifié 2 C}I‘ﬁ uzkj
4. Interpréter physiquement les valeurs limites de R,,.

Selution

1. Le commutateur k ftant en position 1, le circuit s réduit & un circuit rC;
V, = ri+vw r i

aves l=l:E

dv ‘I.-’.T C Tv
SOt : rC—+v =V, T

dr
équation différentielle du 1* ordre dont la solution générale est de la forme :
vit) =V, + Ae ™" avec T = rC.
Tenant compte de la condition initiale
wil) =V, =V +A

il vient : A= V-V,

' - =11 T
et vit) =V, +(V, -V e pour D{Iﬁi-
Ars= '];" le commutateur bascule en position 2, et le circuit devient :

v=ri’ = V, i* r
1

avec { = —CEr r
: Qlv,

s0it encore : v T'—l—‘

rl:ﬂll+1-r=‘l|-Ir

de !
ce qui tait prévisible, dant donnée la symétrie de 'ensemble du circuit. ..
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La solution, pour %‘ < =T, estdonc de la forme :

_r-Ts2
vit) = V,+Be 7

[l reste & exprimer la continuité de la tension vif) aux bornes du condensateur 4 la date

T
P = =
2

T I
Vo = “[?] = Vi+(Vy=Ve &
t: v5=v(¥]=va+u
d'ol : B = V-V,
avec 2—1;_ = -z%i = a, ilvient e*T/It o g4

et finalement pour %f t=T :|wit) =V, + (V= V,le? g F

et V=V, +(V,=VJe (1)
2. Le régime périodique étant supposé atteint, on doit de plus avoir :

vit+T) = wit)
soit wiT) =V,
or: v(T) = V,+ (V] =V, )ed e 177
avec e VT = gl Vo+(Vp=Vy)e? =V, (2)
Les relations (1) et (2} déterminent ¥V et V @

Vi=Vye® = V(1 -e")
{—\-'5 e 4+ V= Vy(l-e)

et, par addition: ¥V +V, = V, +V,

d'oli les solutions (en éiminant V ou V)

VeV e , Ve Vet
. | +e " ! 1 +e4

On en déduit I'allure de la courbe donnant w(t) [V, et V; sont des barycentres des
tensions V', et V,, avec des coethcients positifs 1 et &7, et sont symétriques par rapport

i..vl +V,
—..)
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k
b

=
bal g feee

P
o[ e

Pendant la charge de C de Vi a Vi, le générateur « V, » a fourni au condensateur C la
quantité d'électricité :

ij = E"u"{i— LV, = ﬂf"k’&— Vi)
] —g-#
1 +e®

C(V, = V,)

=
il

= C(V,-V,)- mnh@).

—=
|

Puis, entre é et T, cette méme quantité d'électricité est transmise au générateur « V, »

(décharge de C). Au total, une charge q est transmise d un générateur i 'autre i chaque
période T, ce qui correspond a une intensité moyenne

I = % = %l:"lfl —Vz}unh[g)

V=V
U encore Iy = %tanh(—d]

3. Par définition de Ry

SNt ; R, = ira =2rm:manh[E:]

Lt ] a 2
tanh [EJ
a

. . N . - i
Si la commutation est trés rapide : T <= rC, soit a << 1, mnh[:z] #E et lt“l — dr,

Si au contraire T == rC, soit a == 1, lanh(g] - 1 et H.Eq £ 2ra.
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Do le graphe :

o] 1 2 a

4. On peut interpréter physiquement les valeurs limites de R _

* Lorsque T == rC, le condensateur C a le temps de se charger {sous la tension V| ) et
de se décharger (dans le générateur « V', ») presque complétement : la charge transfé-
rée i chaque période ne dépend plusde Tet 1, = % est inversement proportionnel a
T:onadonc R, proportionnelle a T.

* Lorsque T << rC, la tension w(t) varie trés peu et les courants sont pratiquement
constants :

V,=v =\
1 #r-JT 2
r r

P #

et la conservation de la charge impose :

N s T
qzi-E=I-E—|ﬂ'T
ot I =i="u"|—1r=F—\-’l;,:{"r"l—r}-l-{v—vi’]
b= 2 2r 2r Ir+2r
vV, -V

lp = ———, soit R, = 4r.

Ce dernier résultat est cohérent avec la conservation de I'énergie : évaluons ["effet Joule
dans les résistances r:

T W T .
W|=r|1-E+rl1-E=n"-T
avec i= 2y W, =4rl) T

ce qui est en accord avec R, = 4r...
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@ Attaque par un générateur 3

E1l.

caractéristique rectangulaire

1. Un circuit RC série est attaqué par un généra-
teur & caractéristique rectangulaire

{i I, pour u=E, ”1
B

E, pour i=1],
(c'est un générateur parfait de tension pour les ;4
intensités inférieures a I, et un générateur parfait
de courant - de valeur I, - lorsque Uintensité dans
le circuit atteint cette valeur I, : la tension aux
bommes du générateur s'établit alors 3 une valeur
inférieure a E,...).
Le condensateur est déchargé pour £ << 0. Linter- -
rupteur est fermé & ¢ = 0. b

Déterminer les graphes des fonctions :
t = a(r), &= uct), t— uit) pourt positif.

E
On pourra poser R, = I—"' et on envisagera plusieurs cas selon la valeur de R comparée
3 celle de Ry ’

2. On remplace la capacité C par une inductance pure L, u; devenant u,. Reprendre la
question précédente.

3. Application numérigue
E;=40V; I,=10mA; L=50mH; C=2uF; R =2k

Ce r]ru’i] faut gaveir

1.

Points de cours

+ Continuité de la charge d'un condensateur et du courant dans une bobine.
» Relation courant-tension pour une capacité et pour une inductance.

Outil mathématique

* Résolution des équations différentielles linéaires du premier degré.

Ce gqu’i] faut comprendre

1. Le courant initial de charge d'un condensateur & travers une résistance R {et sous

'effet d'un générateur de tension de Le.m. E ) est [{0) = EE{' On peut donc s"attendre

a ce que |'évolution du systétme dépende de la valeur de 1{0) comparée a I, = 51

R,
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c'est-a-dire de celle de R comparée & Ry, Deux cas seront alors & envisager selon que
1{0} estinférieur ou égal & I, (soit R = R, },ou que 1{0) est supérieura I (K < R,).

2. On a remplacé la capacité par une inductance. De ce fait, le courant i(t) reste nul a

I'instant ¢+ = 0%, la tension w(r) se fixant a E,. Le courant ¢(#) va donc s'établir dans

le circuit en « tendant » asymptotiquement vers [, = % Le méme probléme se pose

alors selon que [, est inféricur ou égal a I; (R = Ry), ouque |, > I, (R < Ry).

Solution
1. Les équations générales du circuit s'écrivent : ———
. i R 1)
M= Hi+ - M E::THE“}
du
| = i[‘ = ——L i =
P= C I (puisque q = Cu ).

Les conditions initiales imposent u-(0*) = 0 et par la méme w(0*) = Ri(0*). Sile
courant « demandé » par le circuit RC est inférieur a I, le générateur fonctionne en
générateur parfait de tension, et w(0°) = E;. Alors:

oo Eg
HOY)y = E < I
correspond 4 :
S
E Eﬂi SO0k 2 tﬂ.
Dans le cas contraire (R < Ry ), le courant dans le circuit est limité a L, et on a alors ;
u(0*) = R, avec u(0*) < E,.

On peut représenter ces deux situations graphiquement en tracant la droite sur

~lE

le graphe de la caracténistique du générateur :

l'intersection de cette droite avec la courbe ;4
représentative du fonctionnement du généra-
teur donne le « paint de fonctionnement » du

circuit (couple de valeur (u, i) acceptable par [, —

les deux branches du circuit) P, _,.*" R> R,
* Pour R < R, il s'agit du point P, : dans un | S P —
premier temps, le condensateur se chargera i Py
donc & courant constant...

* Pour R == R, il s'agit du point P, : le con- E, u
densateur se charge a tension d'attaque cons-

tante (u = E;). En effet, le courant de charge

estmaximal 3 ¢ = 0* et vautici I, ; on aura donc i{t) < 1, et la tension u restera blo-
quée a E,
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Do I'étude qui suit
ml"cas: R =R,
dl-l'.c

[Yaprés ce qui précéde,onapourtout ¢ > 0 w = E, = RCF + g

Notons T = RC la constante de temps qui apparait dans cette équation différentielle :

d
uu+t% = By (1) = ug(f) = Eg+he'n.

La continuité de la charge du condensateur implique celle de u- soit :
G0 ) = g(0*) = 0= u(07) = u{0*) =0 etdonc A= =Eg.

Deéslors: (uc(t) = Ey(1-e'%)

, _ _'d”.:: , _ En —iit
et t) = LT = |11} = E‘E

E
On a bien: i(r) = E';' soit 1{1) = I, comme il se doit.

Dol les graphes :

el )

—-1r

mlcas: R <R,

Dans une premiére phase, la charge s'effectue a courant constant Ly,

La tension u va augmenier, et il en sera de méme de w (u = Rl + u;) qui va finir par
atteindre la valeur E;. [l s'ensuit une deuxiéme phase de charge & u = constanie, le cou-
rant i(#) diminuant et tendant vers zéro en fin de charge.

. duig |
- 1" phase : i{¢) = |, = l:d—:"z;. Mo = Eﬂl: (u(0%) = 0).
|
D'autre part, u = Rl + u-, d'ob u(f) = R, + {_'::‘;
et u{r]=RID[I+£]; t< 1,

w1} atteint la valeur E, 4 I'instant £, défini par :
u(ry) = Ey

=Lk, = EI,](I +r—:]=&tu - ‘I‘(Rf— l)-
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— 2° phase : pour { > 1, la tension u se bloque & E; et I'évolution de u(r) est définie
par I'équation {1) d'oi :

(=)
el = 1,) = Eg+he 7

Traduisons alors la continuité de we.en £ = £, ue(r;) = waltg).

[ |
Or ucly) = =t, = _”m;[ﬁq

C C m ] = L (Ry-R) = Eg=RI, = uc(t5).

Finalement :
E{I + l = El:l - RID

=:"1 = _“:'[{I
d'oi
_[‘_ru]
. , cduc _ RSl e
autre part ; i) = e ¢
At
= i{'}'ﬂ] - Iﬂ'E i
Dol les graphes :
H{_-{f} & i{f} g

Bapeemin Eof -7

E;—RI; L. Rl
0 f t,+7T ¢t O 1 ‘et ot 0y t

2. En remplacant le condensateur par une bobine, les équations du circuit
deviennent :

w=Ri+l i, R
dr

di uit) Tuu’.r}

g = L—

dt

Les conditions initiales imposent ici 1(0*) = 0 (continuité du flux ¢t done de l'inten-
sité dans la bobine). Dans un premier temps, la tension de sortie du générateur sera
fixée & E, (point P, de la caractéristique : 1 = 0 et u = E ).
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On a done : A
] |
Lﬂm'm = u(0*)-Ri(0*) = E, v
di
et le courant #(¢) va croitre & partir de 0. Tant que
)= Iy, la tension u(f) conserve la valeur Eg, Py .
I"équation fixant I'évolution de i(f) s"écrivant : 0 E, i
oodi By di . L
E, = Ri+ Lmza-ﬁ = :Er]+1:m ol T =2

représente la constante de temps du circuit L-R. L'intégration de cette équation donne :

E
iy = ED{ I —e ") tant que i(f) = [,
Done deux cas sont 3 envisager :

)

F
P17 cas: — = I soit R = R, [Rﬂ=_
R I,

E
On a bien, pour tout t,|1(t) = En{ 1 —et'ty

di LE

: . -
Dés lors, u, = Lm =u = e "t |y (t) = Ege""
Dot les graphes :

4w lt) 4 1) jult)

*2as: R< R,
La premigre phase décrite précédemment s'arréte a linstant t, tel que o(1,) = I, d'oii:

Eli ry F-u,
Mg | =1. = 2
Fl[ ¢ ] TR,

sO1L e_; = 1~-£=:.~r,:| = -1:1:-.[:1-%).

Ry o
Acetinstant,ona w(t) = E, et i(s,) = I, d'on:
u (t5) = ulty ) - Ri(ty ) = Eg—Rl, > 0,

Pour = 1, le courant i(t} se fixe i [, et la tension & tombe 4 zéro et 5'y maintient,
u passant a la valeur: v = Rl + w = R,
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D'oi les graphes :
4 uyir) k(1) b uit)
E
Ey ] SR E,
M e
N 3N .
0o ¢ o0 4

3. Appheation numdérigue :

Il nous faut donc comparer B, et 1.

E, 40
O R = a0

= 4 kL et K = 2 ki}, ce qui implique : R < R et I'évo-

lution du systéme correspond au 2° cas aussi bien avec C qu'avec L.
Les autres caractéristiques sont données dans le tableau ci-dessous :

T I
C 4 ms 4 ms
L 25 s 17 us
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Exercice 101

&2 Prisme 2 réflexion totale

Un rayon lumineux arrive sous incidence normale sur un prisme de
verre d'indice n, et ressort parallélement au rayon incident aprés ' )
deux réflexions totales sous une incidence de 45° a 'intérieur du
verre (cf. figure), lorsque le prisme est dans Lair.

Par contre, la réflexion totale n'a pas lieu si la partie inféneure du 1 i
prisme est plongée dans Leau.

Dans quelles limites se situe la valeur de Uindice n 7

Uindice de 'eau vaut g et l'indice de l'air sera pris égal & 1.

11, Ce qu'i] faul savoir
* Loi de la réfraction (Descartes) : cas de la réflexion totale.
11. Ce gu'i] faul comprendre

. S8o]ution

Le rayon émergent peut ne pas exister (réflexion totale) lorsque l'indice du second
milicu est plus petit que celui du premier miliew. La condition d'existence de ce rayon
dépend de I'angle d'incidence et du rapport des indices des deux milieux.

Considérons la réfraction d'un rayon lumineux entre deux milieux d'indices respectifs
met s, Daprés laloi de Descartes, i sini = n'sini’

4 .y Ll
soit sint” = e sini avec, dans le cas présent,
i

i = 45° et sini = —"'II-E d'ol: sini’ = EE, (1)

2 2 n
La réflexion totale correspond au cas odi il n'existe pas de valeur de i° vérifiant cetre rela-
tion, donc pour : % - :r_r’ = 1.

Dans le cas contraire, il existe un rayon émergent dans la direction i* définie par la rela-
tion {1).
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[Yoi les deux conditions :
#

—dans I'air, n° = 1, et la réflexion totale exige n = an J2:
2
~5i le prisme est plongé dans ['eau [n' = E] il existe un rayon émergent, ce qui
. . In' d.ulri
imphque: n= — = —

e qui donne, numériquement : | 1414 < n = 1,886

Un tel dispositil peut servir — par exemple — de détecteur de niveau d'eau : tant que le
prisme baigne dans U'eau, le faisceau émergent est trés atténué, alors qu'il a l'intensité
du faisceau incident lorsque le prisme est dans ['air.

@ Doubleur de focale

Hl.

A l'aide d'un objectif - assimilable & une lentille mince convergente L de distance focale
f" - on désire former limage d’'un objet réel AB sur une plaque photographique située
d une distance D de Uobjet.

1, Entre quelles valeurs peut vaner D pour quiil en soit ainsi 7 Préciser la distance d
séparant la lentille de la plague photographique {on se limitera & d = ,_E: ).
2. La lentille convergente L restant fixe par rapport & l'objet AB, on recule la plague

photographique, et on intercale entre celle-ci et L une lenbille divergente L, de
« distance » focale f} = -6 cm.

Comment doit-on placer L, pour que le grandissement linéaire du systéme soit mul-
tiplié par deux ? De combien a-t-il fallu déplacer la plague photographique ?

Ce c[u’i] faut saveir

B7.

* Relation(s) de conjugaison pour une lentille mince.
* Objets et images réels ou virtuels,

Ce Hu’il faut ::cbrnﬂt“ehil'e

1. Le principe de I'appareil photographique exige que 'objet et I'image soient réels, ce
qui ne laisse que peu de possibilités...
2. La lentille divergente L, doit donner une nouvelle image, agrandie et toujours

réelle : ¢'est cette condition qui va déterminer la position de L, par rapport a l'image
de I'objet donnée par L.
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Exercice 102

1%. So]utien

—_— == = = Toae e emr et T dre— =

1. Limage A'B" d'un objet réel AB donnée par la lentille L est déterminée par la posi-
tion du point B', intersection du rayon BO {qui n'est pas dévié dans L) et du rayon
émergent IF” correspondant & un rayon incident paralléle i I"axe de L.

B |
\.F: A;
A F O
d R’
i
L plaque

ans le cas de higure, B” est réel ; il est virtuel lorsque BO coupe le prolongement {4 gau-
che de L) du rayon 1F". 1l faut donc que A soit i gauche de F (FA < 0) ce qui implique
(relation de conjugaison de Newton: FA - FA” = —f? < 0)que A’ est adroitede F ...
En utilisant la relation de conjugaison de Descartes :

il wient

ﬁwcp’=ﬂh'=d,p=ﬁﬂn=ﬂﬁ
1

11 1 _d-f
D-d " d df’
df” o?
1 D=4 =
"’ -7 = a-f
Tragons le graphe de Did) pour d 2= [7:
v id = oo g - | Dy
et D-d—={";
* la courbe a pour asymptote la droite :
D=d+f";
*d = f* par valeurs supéricures : D1
L} = +ee;
* la courbe admet un minimum D pour J:.-I"'
ooy
FE]J:J_ = 0 cequiconduitd d, = 2f o S R
2 rod d
U d.I1I 1 L o
« PecgptY
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Les solutions cherchées (avec d = g | vérifient donc f* = d = 2f°

el +oo > D = 4f.

Remarque : pour D fixé (D = 4f7), les valeurs de o supérieures 4 % correspondent a

échanger les roles de I"objet et de l'image (D et D - d jouent des roles symétriques dans
la relation de Descartes. .. ). Ces valeurs de d correspondent aussi au cas o I'image est
plus grande que 'objet (cas de la « macrophotographie »...).

2. La lentille divergente L, doit transformer l'image précédente A'B” en une nouvelle
image A, B, sur la plaque photographique, telle que :

ABIl 22 e AB, réd
AR
soit OyA, = p; =0 {en notant O, le centre de la lentille L, ).

| =

En utilisant la relation de Descartes, avec

-
po= 0OA:
F ’
o1 _ 1 A,
AT W LU0
——d e B
1 1 | : ’
— = =+ = = 0 puisque p| =0, 4
3 H puisque L B,

py = O,A >0 montre que A'B joue le

rile d'objet virtuel pour L, ce qui est cohérent avec I'énoncé : on a placé L, entre L et
la position initiale de la plaque photographique. ..

Le grandissement ¥, est donc positif, et :

P

T, =+2=—=p) = 2p
P
et (relation de Descartes) :
1 1 1 | . v
—_——— E — e = = - = .
Ip, Py lrll P Ilfl Llril

La plaque photographique doit se trouver dans le plan focal objet de la lentille diver-

gente Ly, celle-ci étant placée a une distance %|_|"’I | = 3 cm enavant de la position ini-
tiale de la plaque photographique.
[l faut maintenant reculer la plaque photographique d'une distance :

=M —ZU' | = 3cm,
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On peut facilement construire 'image de I'objet AB dans les deux cas envisagés :

B
F.'
h]
A 0 B
L
Vil
B 2 ;

AN

1

=

Fedd |

Commentaines

Powr la seconde question, on peut remarquer que l'introduction de la lentille L, et le dépla-
cement de la plagque photographique sont indépendants de :

- la « mise au point », lide i la distance de I'objet AB & la Jentille L,

- la distance focale [ de cette lentille,

Lin ted dispositif, adaptable i un appareil photographique, est appelé « doubleur de focale »
I'image est agrandie d"un facteur dewx, ce qui correspond ( pour un objet éloigné, pratique-
ment a l'infni} & I'image que 'on obtiendrait avec une lentille unique de focale 2§ -

pour A trés oigné OA" = OF = f

et, pour i donné : AR =g OA =it OF = aif" {0t est petit...).

B L

i F'|A

A GMB,

La dimension de 'image est pratiquement proportionnelle & [ ...

Il est également possible de généraliser ce dispositif (grandissement lindaire multiplié par
un facteur N donné) : il suffit de reprendre les calouls du 2. ...

Mais la qualité de I'image obtenue diminue rapidement lorsque N augmente, car ce dispo-
sitif revient & agrandir la partie centrale de 'image donnée par I"objectif seul. _.J
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@Assudatinn de deux lentilles

"l

Soit un systéme centré constitué de deux lentilles :

~ une lentille L, convergente de centre O, et de distance focale f} = o =

|
o

[
==
-

- une lentille L, divergente de centre O, et de distance focale f7 = -0 = O,F;.
On note e = 0,0,.

Fi F Fa

g =0

1. a. Déterminer, en fonction de e et g, les grandeurs O,F et O,F , ol F et F” sont
les foyers objet et image du systéme.
b. Faire deux constructions géométriques sépares et commentées permettant de

définir les points F et F".
2. a. On considére un objet AB situé dans le plan de front de F, (A = F,).

Donner une construction géométrique claire et commentée définissant [image A'B
de AB.

En déduire, dans ce cas, la valeur du grandissement lingaire .

b. Retrouver le résultat précédent (valeur de ) par le calcul.

. Montrer que la connaissance des positions des foyers F et F* ainsi que de la propriété
démontrée au 2. a. est suffisante pour construire l'image d'un objet quelcongue.

'

Ce qu'i] faul savoilr

* Lentilles minces convergentes ou divergentes : formules de Descartes ou de Newton.
* Grandissernent linéaire.

* Constructions géométriques.,
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Exercice o3

h1.

Ce qu'i] faul comprendre

3.

1. Les constructions géométriques utilisent des rayons particuliers :
— rayon paralléle 3 Iaxe ;

- rayon passant par le centre d'une lentille ;

- rayon passant par un foyer.

+ [l est également intéressant d'utiliser les propriétés des foyers secondaires d'une len-
tille, ¢'est-a-dire des points se trouvant dans le méme plan de front des foyers F; et F; .

2. b. Pour le calcul de ¥, on prendra un objet AB quelconque (A non confondu avec
F,) puis on fera tendre A vers F,.

2. ¢. On cherchera & déterminer I'image A'B’ d'un objet & partir d'une simple cons-
truction géométrique utilisant & nouveau des rayons particuliers,

Selution

1. a.

m Point focal objet F du systéme des deux lentilles ;

'I'fl 'ILF!
F— A| — o (par définition de F).

Il en résulte que : A} = F,, d'ol Fﬂ F,.
Utilisons alors la formule de conjugaison de Descartes appliquée i la lentille ¥, de
centre O, de foyer image F) :
11 _ 1
oF, OF OF

ar 'D|F|; = & GlFE = G|GI+DJF! = £+ d.

Soit L .l
£ D|F Fe i
| l 1
=l
OF e+a a
Do ?=ﬂ[ﬁ'+ﬂ]
a-—e—
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Commentaires

Pour ¢ — 0, O,F — —=a ef be fover F est rejeté 3 Vinfini, ce qui est normal puisqu’alors les
deux lentilles confondues étant de focales opposées n'ont plus d'effet sur les rayons Imrlj.ntuﬂ

m Point focal image F' du systéme des deux lentilles :

On a cette fois-ci :
¥, 4, ]

o = Al = F' (par définition de F7).

¥,
D'ot A} = F] et F| = F.
Soit avec la formule de Descartes pour la seconde lentille de centre O,, de foyer image
F;

[
0,F"  O,F] 0,F;

or DEFE = —i l:t DIFI = GED|+D|F1 = _f"‘ﬂr

et O,F

Commenlaires

*On a également O, F" — + == quand e — 0 {méme raison que ci-dessus).

» D'autre part, pour a = ¢, il vient O,F" = 0 et le foyer image se confond avec le centre Oy

de la lentille 2, :
Oy \}ﬂz

e ]
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1. b. Constructions géométrigues.

m Foyer image F' :

Z

Un rayon paralléle a I'axe converge vers F|  aprés la traversée de 2. Pour dessiner le rayon
émergent de &, on considére le rayon « fictif » 5O, paralléle & F] R, Sappartenant au plan
focal image de ;. Les rayons paralléles 50, et F] R donnent aprés la traversée de X, des
rayons émergents dont les prolongements passent par 5 (foyer image secondaire).

On aurait également pu considérer le foyer secondaire objet T situé dans le plan de
front de F, et obtenu en prolongeant la droite F| R.

Les rayons NO, et F] R qui convergent en T ressortent donc paralléles. Le rayon NO,
n'étant pas dévié, on a RR’ paralléle a O,T.

Commentaire

J— — 2
Surla figure,ona ¢ = u et O,F & (-a, 0}, conformément & la formule O,F" = -n:+"?- |

= Foyer objet F :

L]
5

La construction peut se faire en sens inverse. Etant donné le rayon émergent NN,
paralléele a I"axe, on construit le rayon incident pour ¥,, RN, dont le prolongement
passe par F,. Ce rayon coupe le plan focal image de | en §', foyer image secondaire, II
suffit alors de tracer la droite FR, parallzle 3 0,5 (les rayons incidents paralléles SO, et
FR convergent nécessairement en 5, 50, n'étant pas dévié).
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2.3.0naici A = F, doi:
£,

¥
A=F 9 F  edonc A=F 2F.

m Construction géométrique :

Le point B appartient au plan focal objet de il

-

a donc une image par rapport a

¥, U XE, située dans le plan de front de F; (B est dans le plan de front de F| ).

On obtient B en construisant le « rayon » passant par O, et paralléle 3 BO, : les rayons
paralléles B'O, et O,N sortent de °f, en semblant diverger a partie de B'.

Or B'O, /7 BO, = lesangles AO B et A'O,B" sont égaux.

De plus, AQ, = a = A'O,.

On a done

A

AB= AR = ¥ = +1, le grandissement linéaire y étant donné par y = —-

m Conclusion :

AB

.|"L=F|=:rﬁ|.' = F;

¥ = +1

2. b. Retrouvons le résultat relatif au grandissement linéaire 7.

Prenons un objet quelconque AB (A n'est pasen F)). Ona:

T=1 71
et d'aprés les formules de Newton :
g = F O, t 7, =
| Fl_.ﬁ. 2

{on a privilégié F, pour £, et F, pour 3£,).

Ba
=0
-

|

by »

o
o
=
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. F,O, F;A" F A S
[T TI = ' = car F|. 1 = F: 1 = g
FA F,0, F A
¥ ¥

or P.—-—JInA', A" avec:
FA-FlA] = -a’
et F,A) -Fy A" = —al,

ot encore

Fy A"-|[F,F] +F] Al | = -af

—_ F— 2
A [FEF', —"=] = —at

F,A
- —_— Frﬁr
et F, A -F,F, +at = af 2.
F A

|
Dot

#

# FIFI = g F
YA A) =1+ FTA

Quand A tend vers F|, on a montré que A" se confondait avec F, , dou F; A" = 0 et
¥ = 1 comme il se dait.

2. . Image d"un objet quelconque : on va utiliser les propriétés des points F et F', ainsi
que les plans conjugués [F, F | pour lesquels le grandissement linéaire vaut +1.

Etant donné 'objet AB, on construit :

= le rayon paralléle a 'axe issu de B : le rayon émergent A, correspondant a un prolon-
gement qui passe par F', foyer image du systéme. [Vautre part, les points 5 et 5" sont
images (ils apparticnnent aux plans de front de F, et F; . plans conjugués pour
F, UK, avecy = +1 ),le point B’ se trouve done sur la droite A, passant par 5 et F';
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—le rayon issu de B et passant par F fover du systéme : il ressort parallélement a laxe,
or les points N et N' sont conjugués (comme 5 et §7) ; le rayon émergent 4, est celui
qui paralléle & I'axe a un prolongement qui passe par N'; B est situé sur A,.

En conclusion,ona B' = A, M A,.

LAl N;_

@ Miroir équivalent

11.

On considére le systéme optique constitué
d’'une lentille mince convergente L (centre O,,
distance focale f* = 1,5m) et d'un miroir
sphérique concave (sommet 5, rayon R =1 m, A
avec 0,5, = 1m).

Montrer que ce systéme est équivalent & un
miroir sphérigue unigue, miroir dont on préci- L ’
sera le centre et le sommet.

Ce qu’i] faut savoir

#17.

* Propriétés des miroirs et des lentilles.
* Formules de conjugaison.

Ce qu'i] faut cumPrendre

'Ly

Les propriétés remarquables du centre et du sommet d'un miroir permettent de déter-
miner [acilement les points de I'axe du systéme qui possédent ces propriétés spécifiques.

Il reste alors a démontrer que la connaissance de ces points suffit 4 déterminer complé-
tement la correspondance objet-image.

Solutien

On sait que tout rayon incident dont le support passe par le centre d’ un miroir se réflé-
chit sur lui-méme au nivean du miroir.

Or, ici, le centre C, du miroir (de sommet 5, ) est confondu avec le centre O de la len-
tille L (R=0,5,):

tout rayon incident passant par O, se réfléchit sur lui-méme dans le systéme
{lentille + miroir } ; il a les propriétés du centre C d'un miroir.

Chapitre 3 - Optique géométrigue @?

Exercice 304



Exercice 304

D'autre part un rayon incident arrivant au sommet 5 d'un miroir donne un rayon
émergent symétrique par rapport a 'axe.

Dans le cas présent, le rayon incident qui, aprés la traversée de la lentille L, se réfléchira
en S, sur le miroir, aura ensuite un trajet symétrique par rapport a 'axe du systéme, et
émergera done symétriquement au rayon incident.

-n
______
L

5, est donc I'image a travers L du point 5 intersection du rayon incident avec |"axe.

Le point 5 est déterminé par la relation de conjugaison de Descartes.

1 1_1
rop f
avec p’= 0,5, p=05
S R T R A
S0t === = i
r pf r'f
_ ."r_'l'
= - ] ]
! f'-p
d'od : —:5=]x|,5=5m

Un rayon incident « visant » 5 donne un rayon émergent qui semble venir de 5: e
point 5 joue le méme réle que le sommet d'un miroir. ..

La connaissance des propriétés du point C = O, et du point 5 suffit pour construire,
dans tous les cas, l'image d"un objet AB donné :

B, est l'image de B dans L ;
B est l'image de B, dans le miroir de sommet 5, ;

B" est I'image de B| dans L (traversée en sens inverse).
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Le point B® est directement déterminé comme 'intersection du rayon BC {qui revient
sur lui-méme) et du symétrique du rayon BS : l'image A" B’ obtenue est celle donnée
par le seul miroir de centre C et de sommet 5.

Commentaire

Cette équivalence entre le systéme { lentille + miroir} et un miroir unique est générale ; le
miroir équivalent est toujours déterminé par ses deux points remarquables

= le¢ sommet 5, point dont l'image par L est le sommet 5, du miroir « vrai »,
= le centre C, point dont U'image par L est le centre C; du miroir « vrai »,
Cecl suppose que les points C et 5 restent a la distance finde _l

el
R

@ Viseur

Un viseur est constitué d'un objectif L, (assimilé & une lentille mince convergente de
distance focale f| = 10 cm) et d'un oculaire L, (assimilé & une lentille mince
convergente de distance focale f; = 2 cm). La distance D entre L, et L, est
réglable.

Chapitre 3 - Optique géométrigue EE‘E

Exercice 108



Exercice 105

1. Déterminer D pour que le systéme soit afocal (réglage pour la vision & linfini).
Représenter la marche d’'un pinceau lumineux venant d'un point a linfini dans une
direction faisant un angle o avec l'axe du viseur,

Calculer le grandissement angulaire G = “E de Uappareil (o est l'angle que font les
rayons émergents avec l'axe).

2. On régle maintenant le viseur pour que U'oeil d'un observateur, regardant a travers
Voculaire, voit nettement, sans accommoder, un objet AB situé 3 20 cm en avant de
la face d'entrée de Uobjectif.

a. Déterminer la nouvelle valeur de D.
b. Lobservateur voit alors limage de AB sous un angle o', Calculer, en dioptries, la

F

. 0
guantité P = B
¢. En accommodant, U'ceil peut voir des objets situés au-deld d'une distance minimale
d, = 20 cm.

L'eeil de l'observateur ayant sa pupille dans le plan de Uimage de L, donnée par L,,
guelle région de l'espace objet peut &tre vue nettement par lobservateur regardant a
travers le viseur ?

Selutien B

1. Pour que le systéme sol afocal, il Faut r.]u'un u]::-jl:l 4 INinfini sur "axe ait son image
également i l'infini sur I'axe,

Limage par L, du point & Uinfini sur U'axe est le foyer image F{ de L,.

Pour que I'image finale soit & I'infini sur I"axe, il faut que I'objet intermédiaire soit au
foyer objet F, de L,.

1l faut donc que F) et F, soient confondus.

Dloir: D=0,F+F,0,= f]+f;

St D= 12 cm.

L,

Un point source B 4 'infini en dehors de 'axe du viseur - dans une direction o - a pour
image dans L, un point B, du plan focal image (plan de front de F| ...}, et ce point B,
a pour image dans L, un point B’  I'infini dans une direction «”, d'oi la marche d'un
pinceau de rayons lumineux :
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. i
=
=
. L}

FiiF

M

Fi F B
= — o = {angles petits : approximation de Gauss).
0, Fj 0,F,
o ToOR NS
x JF e 2
L
soit G=2 =5
[} ]

2. a. Pour que I'image finale soit & U'infini, il faut que l'image intermédiaire de "objet
AB soit dans le plan focal objet de la lentille L.

On a donc géométriquement :

Et par le calcul :
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la relation de conjugaison de Descartes s'écrivant :

Aol =3 F =10em)

Pop
I 1 N )
S = - st po= T
rofyp p+f
:}rl:.iah_:rb
D= 0,0,=0A+F,0, =p'+f;
pl .
D= ——r b f
p+fy
S0l D= 2 cm.

2. b. Reprenons la construction de I'image de A B, dans L, :

I'angle o' étant petit : 'L,
0,1 AB
o = jl = 1
F0, Iz F, O, F; o
Utilisons le grandissement ¥y, dans L, : Ayl
'I' = .ldll-l_l:".I -3 h = E ""--..__E I
v R v T
AP |
il vient alors :
p= @ o AB (_L]-E N I S
AB  AB, AB filp f1op+f)
soit, numériquement :
104 10 . .
—T m = +5ﬂdmptnts

(dioptries : inverse d'une longueur exprimée en métres),

2. &. Déterminons d'abord la position de 'ceil de 'observateur, c'est-a-dire 'abscisse
de I'image de L; dans L, :

-
avec p=00 =-D e p' = 0,0
L U T
pPopry fy D
., Dfy
et = ——— = 1lcm
P EDo

Pour &tre vue nettement par |'observateor, 'image A'B” doit vérifer

d = A0 = e,
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Or A'0" = A'F1 + F50, +0,0"=A'F; =f5 +p'
d'ois : do+f5—p' = A'Fi = +o
et: o= FA'=-]198cm = -]

(d_+f3-p" =198cm).

Utilisons alors les formules de Newton :

FA-FA, = ff! et FA- FA = -f§

en posant F A = x @

, r-’ e "~ r r f‘l:
FIAI=[-'_;:"]=F|I'1+FJﬁl = ':'D--'r|--rl}“ﬁ-
2
S i
d'oi : =D=f! =1+
T < DS
*2
et FjA" = E I
o-ri-fi+F

La pasition x de 'objet AB doit donc vérifier la double condition :

s
i

— o T = -

T

D-f1-f3 4L

f7 i
=
x {

3 r3
o fi-fp=Ls {oog e )

0=2D-f|~f+

et hnalement :

[ fi
——e B N B
D~f]=f; *2

fi=rs D—j‘,—f;_+—3!

= x = ":I'HHE'

50il Xoin

Numériquement, on trouve :

X i = —10 cm, ce qui correspond & la position de AB pour laquelle 'ceil n'a pas &

nkin

accommoder,

x = —98 cm, l'eeil accommodant alors au maximum.

L'observateur ne pourra voir nettement que les objets situés dans une « tranche =
d'épaisseur Ax = 2 mm.
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@1 Association de deux miroirs

On considére un systéme optique (du type objectif de télescope) constitué d'un
miroir principal sphérique concave (de grande taille, centre C,, sommet §,, foyer F,,
avec E_IS'_, = R, = 6 m ) et d'un miroir secondaire sphérique convexe {beaucoup plus
petit, centre C;, sommet 5,, foyer F,, avec qui = R, = 60 cm). Ce second miroir
est placé de fagon telle que F,5, = 20 cm.

(échelle non respectée pour la position de 5,...)

On observe un objet lumineux infiniment éloigné, de diamétre apparent ¢ = 0,27 :
les rayons lumineux sont requs par le miroir principal, qui les renvoie sur le miroir
secondaire... Déterminer les caractéristiques (position, dimensions) de limage fournie
par ce systéme.

I Seolutien

m Le miroir principal donne, de I'objet « a I'infini », une image dans son plan focal. Si
le télescope est pointé vers le centre de l'objet, l'image est centrée sur le point F, et un
point A du bord de I'image est donné par la construction classique :

AT

O
e

B N
L]

#

Le faisceau de rayons paralléles issu d’un point du bord de 'objet arrive en faisant
o
1

=

l'angle + avec l'axe du miroir, et se réfléchit en un faisceau convergent au point A.

14
L'angle ¢ étant petit, F A = g F,$, = % TI'
(le ﬁ}}rl;-r F, est au milieu da segment C,5, ).

[You la dimension de 'image : AB = %th}.
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m L'image AB sert d'objet virtuel pour le miroir secondaire (d'aprés la position de
celui-ci...}, qui en donne une image A'B’, que 'on construit facilement : cette image
A'B est centrée en F|, conjugué de F, dans le miroir secondaire.

AJ
- - -é-
s
A7
P
e T N
______ . F "F ; i
c, Lo F|
B
'B.I'

soit & = —1-2
PFoor Ry
P PRJ -
=p = R,+2p et p = 60cm
avec un grandissement : ¥, = EB: = £ = +1
Y p

ol la dimension de I'image A'B":

A'B = y,-AB = %hﬂ.a = 9.4 = 314cm,

Commentaire

La dimension de l'image obtenue donne un bon ordre de grandeur de la dimension
minimale que doit avoir le miroir secondaire pour recevoir tous les ravons qui se sont réflé-
chis sur le miroir pricipal : le falsceau de rayons convergeant vers le point A est trés étroit,
el serd complétement « intercepté » par le miroir secondaire si celui-ci a un diamétre de
["ordre de A'B".

Le miroir principal peut &tre beaucoup plus grand : un diamétre de 80 cm correspond & un
0.4

m de I"ordre de 7.7°, ce qui est compatible avec 'approximation de
1

diamétre angulaire

Gauss, ..

On vérifie bien que le miroir secondaire n'occulte qu'une faible partie de la surface du
miroir principal, ce qui est essentiel pour une bonne laminosité de Iappareil.
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@ « Mise au point » pour un objectif photographique

On assimile U'objectif d'un appareil photographique & une lentille mince convergente
(L) de centre O et de distance focale image f°.

La distance d entre (L) et U'écran (E) ol se trouve la pellicule sensible est variable,
ce gui permet d'effectuer la mise au point,

1. On désire photographier des objets dont la distance x a (L) varie de x, & linfini.
Dans quel domaine doit pouvoir vaner d ?

Calculer les valeurs extrémes d;, et d,, de d pour x, = 60 cm et f* = 50 mm,

2. Le faisceau entrant dans la lentille est limité par un diaphragme circulaire (D) dont
le diamétre ¢ est vanable, afin de laisser entrer dans l'appareil plus ou moins de
lumiére,

{Or supposera le diaphragme accolé i la face avant de la lentille).

On appelle « ouverture relative » de l'objectif le rapport }t = % La suite usuelle des

valeurs de N est 2,8 : 4 : 5.6 ; 8 ;11 et 16.

Comment vane la puissance lumineuse recue par la pellicule quand on passe d'une
valeur de N 3 la suivante ?

Expliquer le lien entre la suite des valeurs de N et celle des durées d'exposition T, (en
1 1 1 1 1 1

seconde). T2 350 5° 125° 250° 500"

3. Lappareil &tant mis au point « sur Uinfini », un point A situé sur 'axe a distance
finie donne, aprés développement, une tache circulaire sur la pelbicule. On admet que
limage reste nette tant que cette tache n'est pas plus grande que la taille moyenne
g des grains de 'émulsion de la pellicule.

Déterminer l'expression de la distance hyperfocale L, valeur minimale de x pour
laguelle [image d'un objet A reste nette,

Exprimer le résultat en fonction de g, f et N.
Calculer L, pour N = 2,8 et N = 16, dans le cas ol g = 0,02 mm.

La profondeur de champ P, est la zone de Uespace objet pour laquelle l'image est
nette : quel est, qualitativement, le lien entre N et P, ? entre P, et f.

4. Pour améliorer la profondeur de champ, dans les appareils sans réglage de mise au
point, on fixe la distance 4 3 une valeur d, telle que l'image d'un point 3 linfini reste
nette,

Donner l'expression de d, correspendant 4 la profondeur de champ maximale, en fonc-
tion de g. f" et N {on a d, = f').

En déduire l'expression de la nouvelle distance hyperfocale L : on lexprimera en
fonction de f* et L;, et on en donnera la valeur pour N = 2.8 et N = 16.
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So]utien

1. Construisons d'abord l'image A'B" d'un objet AB situé i la distance x de (L):
I'image A'B’ doit se former dans le plan de la pellicule photographique, a la distance d
de (L).

Fl‘

La relation de conjugaison de Descartes % —;IJ =%, donne ici,avec p = DA = —x,

p'=CT=d et [ = 0OF:

d = d [ x xf"
. xf .
soit |d= avecd > Qsoit x> ",
x=f f
d est une fonction décroissante de x, et la condition :
xmférz'ém
correspond & :

l:iml.l:;a"ﬂ':'q:":"!imin =f*
d b

,.I”l a.:....-.-.-. ..~:‘::-:'.-:Ern--
- X
0 .
f X
L
avec: d = 7
Le calcul donne : | d;, = 50 mm

d o = 34,5mm

2. La puissance lumincuse reque par la pellicule est proportionnelle i la surface du
diaphragme, donc 4 0%, et — pour f* donné - a %
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Calculons la suite des valeurs de N :

N

2.8

4

5,6

11

16

'N-i

TB4=8

16

3l4=32

&4

121 =128

256

La suite des valeurs de NY, aux erreurs d'arrondi prés — correspond a des valeurs suc-
cessives de la suite 2" : i chaque fois que l'on augmente N d'une valeur  la suivante, la
quantité de lumiére reque par la pellicule est divisée par 2.

La suite des valeurs de T, étant construite également & partir des valeurs de l un
IH

changement de diaphragme et une modification de T, en sens inverse (d'un méme
nombre d'unités) laissent inchangée I'énergie regue par la pellicule, c'est-d-dire son
« ¢xposition » (imposée par la nature de I'émulsion, plus ou moins « rapides...):
énergie = puissance lumineuse * temps d'exposition.

3. La mise au point «sur Uinfini» correspond & régler l'objectif pour que
d = |!fm.iuu = f"

Or, pour un point A a distance finie, I'image A" se forme en arriére de ce plan {(objet et
mmage se déplacent dans le méme sens).

On a done :

diaphragme — |

<
Ly {/d

ce qui correspond dans le plan (E) — plan de front de F' - & une tache d’autant plus
grande que le diaphragme a une valeur N plus petite. Pour un diamétre § du
diaphragme, la tache dans le plan E doit avoir un diamétre maximal égal a g, soit, avec
OA" = d' et OF = |7

ﬁ = dj—‘;i (triangles semblables)

soit, avec d' = LI.:{F" of Llet § = %
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Numériquement, pour N = 2,8, L, = 44,6 m;
pour N = 16, L; = 7,81 m.
La profondeur de champ est d'autant plus grande que Ly est plus petite : on peut par

exemple la caractériser par la valeur de Ll—n, qui varie proportionnellement a %

Commen{aire

| O augmente la profondeur de champ en augmentant N, ce qui, pour une pellicule donnée,
conduit & apgmenter T, (pour garder une exposition correcte, .. ), ce qui augmente le risque
de « bougé » ou de « flou » di au mouvemnent éventuel de 'objer photographié. _I

4. Dans le cas d'un objet 3 U'infini, et pour une valeur d, de d, différente de {*, on
obtient la hgure suivante :

diaphragme ~TL

Les triangles semblables donnent encore :

g 4l 4
L
ﬂ=§-|r~]=-["';l—3+| ( 'E]

"\—qq
e

soit d, = "+ Ng

Le plan de la pellicule se trouvant a cette distance d, de (L}, 'image d’un point objet A
(& une distance de L inférieure 4 L) sera en un point A*, & une distance d” > d,, ce qui
donne la figure suivante :
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Exercice 107

fo

5i A est a la distance Lj; de (L), la tache dans le plan de (E} est de diamétre g, et les
triangles semblables donnent encore :

Ezd'_dlﬂ —{ﬂ
o & ¢
L] . - La !
AVEC ¢=4|r—.-etda reslel,: d = ———
N P Ly —f
. Mg d, ’ L‘r]-"r'
it —F = l-—= = 1-(f +Ng} —F
f d U7+ Ng Lo f
Ly —f:=j"—Hg
Ly f+Ng
L_ _f’—Hg_ INg
L3 ff+Ng  f+Ng
¢t himalement ;

1 MNg 212
soit, puisque Ly =2 7, quel que soit N :
"
Ly = 22,3m pour N = 2,8
Ly = 391 m pour N = 16.

Larmimerifdaires

E_H-uturti que F'amélioration de la profondeur de champ obtenue au 4. nécessite un position-
nement du plan de la pellicule gui dépend de la valeur de N : poar gue limage d'on point
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4 l'infini reste toujours nette, il faut choisir la valeur de d, correspondant i la plus petite
valeur de N, et si on modifie ensuite N, la valeur de d; n'est pas changée (ce serait trop com-
pliqué, le but érant de réaliser un appareil trés simple...).

Le calcul de LY, n'a donc de sens que pour un appareil & mise au point fixe et diaphragme
fixe : pour obtenir des photos nettes d'abjets relativement proches (L, =4 m}), il faudra
donc un diaphragme de valeur élevée. . ou réduire la valeur de /' - pour Iy et L inchangés,
un objectif de focale f* = 35 mm conduita N = 8,

Sid, est caleuld pour un diaphragme minimal N, le calcul de L) en fonction de N (4 d, fixé)
comduit a

T+
o ik
soit,pour N, = 2,8 et N = 16 (et [* = 50 mm ]
Ly = 665m
le gain est facile par rapport a Ly {cason o = " L

L'opération n'est intéressante que pour des diaphragmes de valeur élevée pour I'ouverture
relative maximale. ..

&% Etude sommaire d’'un microscope

Un microscope est constitué d'un objectif et d'un oculaire, placés relativement loin
l'un de ['autre. On peut le schématiser par association de deux lentilles minces con-
vergentes, L, représentant ['objectif et L, l'oculaire :

4 r

Pour les applications numériques, on prendra L, et L, de distances focales respectives
fi=12cm et f; =2 cm. Onnotera A la distance entre le foyer image de L, et
le foyer objet de L,, avec A = 18 cm.

1. limage donnée par Uoculaire étant normalement située i linfini (ceci afin de limi-
ter la fatigue visuelle de l'observateur), 3 quelle distance de l'objectif faut-il placer
l'objet & observer 7

Faire un schéma du tracé des rayons lumineux issus d'un point B de l'objet, situé en
dehors de 'axe du systéme.

Calculer dans ces conditions le grandissement de Uobjectif, et déterminer la dimen-
sion angulaire o de l'image vue par l'observateur.
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2. Quand ['objet, placé d une distance d de l'eeil de l'observateur, est directement
observé & l'ceil nu, il est vu sous un angle o',

Calculer le rapport 5 = G, grossissement commercial du microscope. Faire Uappli-

cation numérigue (d = 0,25 m).

G
La guantité '.; est appelée « puissance intrinséque » du microscope : donner l'expres-
sion littérale de cette puissance intrinséque.
3. Le microscope n'étant pas parfaitement réglé, l'image observée n'est plus & Uinfini,

mais on suppose qu'elle se forme a la distance d précédente au-deld du foyer image
de L, : grice & l'accommodation de Ueeil, l'observateur la voit encore nettement...

Par rapport 3 sa position imtiale (question 1.), de combien l'objet a-t-il été déplacé ?
Ce déplacement comespond a la « profondeur de champ » du microscope...
Le rapport % a-t-il &té modifié ?

St owi, calculer sa nouvelle valeur.

4. On remplace la lentille L; par un oculaire dit « de Ramsden », constitué de deux
lentilles convergentes L, identiques a la précédente, placées 4 la distance e = 1 cm
l'une de lautre.

Uobjet étant placé dans la position du 1., comment faut-t-il placer ces deux lentilles
pour que l'image donnée par cet oculaire se forme encore & linfini 7 On déterminera
précisément la position de l'image A" donnée par ['objectif (image de A situé sur U'axe
du microscope) par rapport aux lentilles de Uoculaire,

Faire une figure du tracé des rayons lumineux issus de B” et traversant l'oculaire,
Le rapport % est-il modifie ?

51 o, calculer sa nouvelle valeur.

Selutien

1. Pour que l'image donnée par I'oculaire soit située & I'infini, il faut que I'objet cor-
respondant (image intermédiaire) soit placé en F,.
l:-;.l i

On a ainsi A —— A= Fa—-l—r A, 4 l'infini.
En utilisant la formule de conjugaison de Newton, on a donc
FA-FF, = -f)

Application numérique: F|A = —0,08 cm = —0,8 mm,

Conclusion : A est pratiquement en F| {I"échelle n'est pas respectée pour la igure).



Déterminons le grandissement de 'objectif :

_FlA A A
'I"————

ro, n ' &
Application numérique 1 ¥y = = 15.

Soit ot la dimension angulaire de I'image vue par I'observateur :
AB O AB A

= tantt = —— = [7|-+ = —A
GIFJ f! ﬂf!

B.

2.0na: tanx’ = @' = % {vision directe : d correspond a la distance minimale

d'accommodation pour I'eil).

-

L
G = e m—
[H3

) i

Application numérique: G, = 1875,

G,
La puissance intrinséque P, est définie par P, = F‘

A
il
Application numérique : &, = 750 m~! (750 dioptries).

?i=

3. Onapplique 3 nouveau la formule de conjugaison de Newton (nouvelle position de A) ¢

‘A £,
(A = A A,

F,A} - F3A; = —fi% FA-FLA] =—f2
¥
FA, = FiF, + F,A] = a—% (F,A] = d >0)

- _jr.-'_z _frg Jf-.-'l =1
FA = Jf;?= = [l-ﬁ]

A==r
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Exercice 104

:
f:

—— <= |, un développement limité au 1 ordre nous donne :

dA
- (1),

L'objet a donc été déplacé de :

——y 501t 7 - 104 cm I

fiif:?
dA?

Commentaire

| La profondeur de champ que l'on vient de calculer est trés faible, ce qui justifie 'utilisation
d’une vis de mise au point rapide et d’une vis micrométrique de réglage fin.

Ab

o’ est inchangé (@' = - )
el 7' = ; = —fl'-%-[ﬂ—ﬁ] = '|f+i:- (¥ " : grandissement de I'objec-
F A f) il df |
tif pour la nouvelle position de I'objet)
[y 1AB
i = ——
f3
o _lyld_f 2
—=-= | (W =kl-5+]
w fr fi dfy

On trouve un grossissement commercial inférieur a celui trouvé au 2.

Application numérigue : % = |§5.8.

4. Pour que 'image de A soit a l'infini, il faut que A" (image de A par l'objectif) soit au
foyer objet de I'oculaire,

En appelant ¥, et F, les foyers objet et image de la 2° lentille ¥, formant avec L,
(foyers Fy et F) 'oculaire de Ramsden, on a (¢f. figure 2) :

Ly ¥
A" =3 F, — point a I'infini.

[aprés la formule de conjugaison de Newton :

FLA % F,F, = 41

avec FiF, = F;0,+0,0, + 0%, = e-12f,

L3
—Fa=

o= F=
d'on A e~ 2,
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Construction de A'B" (#,B, image de A'D par rapporta L,) :

L, ¥,

F.E
st F; F,
- Fig. 2
Tracé des rayons lumineux :
F 3: A

El‘
..--"""r.r e - 1
b Fig. 3
Déterminons la nouvelle expression de o :
L, ¥, Définition de o
f
0y t
0
r
Fig. 4
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Exercice 08

yapres la hgure 4
F,B F.B
o= 22 172
03%; 2
D'apres la figure 3 :
_— —=0,F — 0,0; + OUF — -3
Fh, = A== = YA B————r" = ¥ : -~
A O,F, + F,A’ _f -2
Poe-1f;
- 1)'5 —
7.5, = w.B[ : ]
' f
i;-e o 2y -e
doli @ = |‘|"|ﬁ|.E[ — ] — = hrln‘( - ]
r o fi?

Ad

E —
ﬂi

fixfy

)

Oin retrouve la valeur initiale du grossissement commercial trouvée au 2. multipliée

2f; -¢

. -
e UL VAUL IC 3

f3
AN.:G_ = 2812,

par le terme
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Electrocinétique 2

A . Régime sinusoidal
B . Filtres actifs et autres circuits avec amplificateur
opérationnel




- A. Regime sinusoidal

@ Générateur sinusoidal

Un générateur parfait G de tension sinusoidale délivre une tension e(t) = Ecosat,
avec E = 22042V et @ = 2nf, f = 50 Hz. Ilest connecté i deux condensateurs C
en série (C = 7 uF), et l'ensemble constitue une source sinusoidale de bormes A et B :

A

. |
|l
E R I1
e{r}I G — ]” :
o

B I
On veut déterminer les caractéristiques, en régime permanent, de ce générateur.
1. Donner 'équation de la caractéristique - en amplitudes complexes - de ce générateur :
1

= F(I}. Ry = —=
l:' f[_} ﬂl'l posera 0 EE[I]
2. En déduire la caractéristique, en amplitudes réelles, U = g(I) lorsque l'utilisation
branchée entre A et B est une résistance pure.

Tracer la courbe représentative de la fonction g. Quel est le courant de court-circuit de
ce générateur ? Préciser le domaine des valeurs de T pour lesquelles U = 0,9 - U ..

11. Ce qu’i] fautl savelr

+ Equivalence Norton/ Thévenin.
= Utilisation des amplitudes complexes.

12. Ce qu’i] faut r:amPrehdt‘e

On peut appliquer les théorémes vus en régime permanent continu, a condition d'uti-
liser les amplitudes complexes associées aux tensions et aux intensités et les impédan-
ces complexes qui caractérisent les différents dipdles passifs.

1%, Solutien

1.

# | POINT COURS

A une tension sinusoidale quelconque w(t) = Ucos{wt+ @) est associée une
amplitude complexe U = Ue*, nombre complexe de module U et d'argument .
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Ainsi @ e(t) = Ecoswor, on associe l'amplitude complexe E = E.

Le condensateur C est caractérisé par son impédance complexe Z,- = jEll_C
On peut procéder par simplification { Thévenin < Norton).

L Z_L o

= = E
E
2
E Zc
Onadonc U = E_T-[-
. 1 2R, .
r:tpulsqu-l:Z_-L- - co - T = —2jR,, alors:

U=35+iR

2. 5i l'utilisation branchée entre A et B est une résistance pure {impédance complexe

réelle), U et [ sont en phase, et donc U et jR, 1 sont déphasés de +Z.

2
En utilisant la représentation de Fresnel, A gxe imaginaire
il vient immédiatement :
-
EI ‘_q‘ n—_ i
UI+ I i j— = .I
(R, I = 1 U Ty .
I > =Ryl
ot U= fET _Ri .
. — 0 E axe réel
Cette relation peut encore s'écrire : 3
U I?

& (=)

équation caractéristique d'une ellipse rapportée i ses axes principaux.
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Exercice 402

oi le graphe de U = g(1):
le courant de court-circuit (U = 0) est done :

E
« = 35 = ECo = 0684

s0it (I )y = 048 A
d'oi l'expression de [ = ¢g-'(U))

o= it-(Y) 0
- (2

e fUW
= (&)

ctonaura U=09-1U (avec U =

Ml max

50 o I e

I

—

Fle

)

ta il £

U 2
tant que: 4= Ii - fﬂﬂ]l[__'“f]
Ry

212 (1 - (09)2); {U&"ﬂ = = Tu;]

2R,
.
11=0,19- I
soil : [=044-1
[.=021A (envaleur efficace).

& Circuit RLC

1. La source de tension est sinusoidale :
eit) = Ejcosmt.

a. Préciser, sans calculs, le comportement du signal e(t)
de sortie, en régime é&tabli, en B.F, en H.F et

. 1 FFFFTT
enfin pour @ = @, = —-

JIC

b. On note s(t) = R,(s(t))ete(t) = R(e(t)) avec s(t) = Se™™ et e(t) = Ee’™.

5
Déterminer la fonction de transfert H = :

Tracer les courbes donnant Ggg = 20log|[H| et w en fonction de X = lng(—]

= [Hle™ G2 =-1).
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‘E1.

2. On désire tenir compte de la résistance R de L R
la bobine, résistance que l'on place en série

avec linductance pure L. On pose ett)

Lo,
0=

a. Déterminer la nouvelle fonction de transfert E’ ==z = |§’||:j""r en fonction de Q

i Fr A

et de mﬂ (régime sinusoidal tabli).

£

b. Tracer les courbes donnant G, = 20log|H'| et w" en fonctionde X = Lug(mﬂ].
On prendra L = 10 mH; C = 2,2 nf et R = 12 Q. )
c. Pour étudier le régime transitoire, on attaque e(t) A

le circuit précédent par un échelon de tension

e(t) damplitude E; - la capacite est initiale- E
ment déchargée.

Déterminer la tension de sortie s(¢) ainsi que le -
courant i(t) dans le circuit. Les résultats seront
exprimés en fonction de w,, Q, E; et t.

Ce qu’i] faul saveir

A1.

» Utilisation des amplitudes complexes.
» Détermination et étude d’une fonction de transfert.

Ce T.l’ﬂ faut cﬂmpl‘ehdre

En régime continu établi (@ — 0}, une capacité ne se laisse pas traverser par un courant.

Une inductance s'oppose aux variations brusques de courant (intensité nulle pour
) =¥ o=},

Solution

1. a.+ A la limite en T.B.E (trés basse fréquence), I'inductance L constitue un court-
circuir et la capacité C un coupe-circuit : onadonc s = ¢ (pasde courantjet H = 1.
» En T.H.F,, les rdles de L et C sont inversés et la sortie est court-circuitée, d'oht 5 = 0
et E = 0.

* Pour la pulsation @, , caractéristique du circuit série L-C, I'impédance devient nulle

et le courant théoriquement infini. [l en résulte que s prend une valeur également
infinie.
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Exercice 402

1. b. Notons 2. = _I:"I_ui et £; = jLo les impédances complexes de la capacité et de
—_— j —_—

-l

l'inductance, Le systéme constitue un diviseur de tension (méme courant dans L et C),

SOl
H > = H I
= o = — =4
= B Ze+Zp = 1+YeZ
Finalement H= 1 = 1
= 1 =LCm _{_Er_]_]:
m{
[1 vient alors :
¥
W
Gy = —El}lug‘l—(—] d'od
B o,
250 = Gy — 0
ml.'
i} (i}
- o ] Gy~ =401 _— | = =40X
o, = gy ﬂﬁ(mk_]
- W= = Gy e,

+ D'autre part, ona H réel positif pour @ < w_ et H réel négatif pour @ > w_. on
peut donc prendre :

Yy=0 pour @< e Y=-0 pour o>

Yo les graphes

Gdl'l
Wk
Xy 0.5 - .
o, : X 0 X
-19 4---- -

‘I@ Partie 2- Physique MPSI



Remarque :ona G, = 0 pour = 1, c'est-d-dire pour

(@)

(E]‘!:l::m:ﬁmu [J{ =1ng[ ]-Iug.f_-ﬂlfr)

o

® POINT METHODE

Il est rare d'observer une discontinuité de la phase. Ici, la phase est discontinue lors-
que Gy — oo

2. 3. Avec Z; = R, impédance de la résistance R, L R
il vient maintenant :
Z;
D S TovZes Z,

. o 1
Soit encore : E = 1"'1'5'{:'[3:1"'31.]

1

Do H = :
! = T {(I-LCw%) +jRCw
r
Or LCw? = [E] et RCo = RCuw, [E)
w, W,
Deplus Q Lw. LCw! | (pui LCo? = 1)
u% = = = u = .
i R - RCw, RCm, | PUequeibo
. , l
soit H = —
T
€ QL

Il est & remarquer que R ne joue aucun rdle dans les comportements asymptotiques
(0 — 0; et @ — +oo, en fait == m_) qui restent donc identiques a ceux décrits
dans le 1.
Pour @ = @, la présence de la résistance limite la valeur de [H'| :

1

H’{l‘l}lc} = I:JI"_ = =jQ et Gd,{ml‘.j = 20logQ.

St

2. b. Diagramme de Bode :
Cette fois-ci, nous avons :

1 AR
oo ey ey ) e
Comme on vient de le souligner, on peut écrire :

w20 = Gyp—=0

L
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Exercice 462

cw e, = Gdn—--dﬂlng(i—]-) = 40X avec X = lag({%]
s LS

o= m = Gy — 20logQ.

Cherchons si la courbe présente un maximum :

dG
51 existe, il se produit pour w tel gue THL}:B = 0,
e @[l AT
c'est=d-dire pour E(UJ-,J[QI 1(1 [mc) ]] = 0
@& -(-x
O ENCore —|:—-—-)- l--—-]:ﬂ;
/LA, 204
o I
— = ]-— désque Q=-—
d'oir la conclusion ; { ©; Q! k J2
iy, = 0 dans le cas contraire

Comnmentaires

L
Le facteur ) = % est en fait le facteur de qualité du circuit RLC série. La réponse du cir-
cuit étant prise aux bornes de la capacité (réponse en amplitude ), celle-ci ne présentera de
maxinmum (différent de @ = 0 ) que pour une valeur de ( supérieure i une valeur critique

0, égale A ,.:_E ]

Dans le cas qui nous intéresse ici, on a

;.-LmL-lF,L 1010
- R T RNC T 12422107

=0Q = 178
(i
et donc M1 (a1’ prés).
m".'
De plus 20log() = 45dB.
En ce qui concerne la phase y*, celle-ci est fournie par : ¢’ = AIg[E’}.
L
i
Soit tany’ = —éT‘ET avec  siny’ < 0.
w,

.ﬁ.jnsi:—puurmimcLlJ,l’E(-r

r2 A

.1}} et décroit de 0a -E quand o avgmente de 0d @ ;

— pour = @ : Y e (—I.—E] et décroit de —L-: a ~f quand @ croft de w, i

I"infini.
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[Yoi les graphes :

Gyn W

0,02

= I L S T T TSy e

—40 dB/décade -n

Commentaire

La phase est maintenant continge, le gain restant fini. |

2. €. On se place désormais en régime transitoire :
. L R

I
[ sacsnia
“'l_

ell)

POINT COURS

On peut obtenir |'équation différentielle en s(#} & partir de la connaissance de la
fonction de transfert H'. En effet:

- 1
W2 s
¢ ]_(E] +J_[E)
0, Qlm,
¥ ml 1 H e
d'ot _:-(Ec] i+q—m‘1mi =e

2
soit en remplagant jo par dﬂl et (~w?) par %,_, nous obtenons (avec s —» s(1) et

e = e(t) )

2
s[t}+id—s+ Ld% _

Qudt wiae -
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On peut aussi retrouver directement cette équation différentielle,

Ona: e(t) = mp +up 43

avec u, = L:iT:. U = Ri
) ds

et I = Em

Do, en fonction de s(t) et de ses dérivés ¢

ds d?s
Iy = s(t)+ RC— + LLC=—-
e(r) = s(1}+ dr+ ':dri
Or ol= 1 & L=RCo
i LC ,q i

| d.lﬁ 1 E+s{r]=£[r]

d'oi 1ds, 1
w der Qe dt

Posons s(t) = S{u) avec u = w f {« temps réduit » ), il vient :
ds _ dS d*s _ d'S

I - du g T g™
:
soit j—!ﬁ+éji+5=ﬂ} pour u >0 (¢>0).

L'équation caracténstique associée i cette équation différentielle est fournie par :

xz.,.l;.,.l = 0 (solutionen &™)

Q
d'oi v=-txl oL Gaq-msost)
QT 1a
Or Q== 1 sout x#—ﬁij
s0it S(u) # Ey+ e 20 [Acos(u) + Bsin{u)].

Les conditions initiales imposent 5(0) = 0 (continuité de la charge du condensa-
teur) et i{0) = 0 (présence de l'inductance L), d'oi :
S(0) = 0=E,+A =0 e A=-E,

1

if0) = ﬂ:%[ﬂ} = D=B—EA = 0 et i la méme approximation {Q ==1):

B0

Finalement : S{u) £ E.ﬂ{l —e_ﬁ ms{u]n}

w1
et s(t) # Eﬂ{l —e mcmiﬂ,_t}
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Le courant i(¢) s'obtient facilement avec ¢ = Cj—i, soit pour Q === 1:

ok 1

i(1) # CEyt e 20 sinm !

Commentaire

La présence de l'exponentielle met en évidence un temps caractéristique T (pour t == 1,
s{t)~E, et i{t)~0)

Posons en effer, T = [%1 alors Vexponentielle présente dans s(1) et i(r) s'écrit e 2t et les

i
r

grandeurs énergétiques comme _%L:'-i’ varien! notamment en ¢ t. !

@Snnde adaptée pour oscilloscope

Uimpédance d'entrée Z, d'une voie X (ou Y) d'un oscillos- A se-emeemrcomnccnes
cope est assimilable ~ en mode DC - & lassociation en
paralléle d'une résistance R, = 1,0 MQ et d'une capa-
cité €, = 20 pF. el iR E—
1. Déterminer le module Z, de cette impédance pour une
fréquence f = 1 kHz, puis f = 100 kHz.

Proposer une méthode, utilisant loscilloscope, pour B ‘-----pecsooeeeeces
mesurer R, et C;. STTIIT Fig.1
2. On branche, entre les bornes A et B, le qua- R
dripél if genté la fi 2, : 1 :

ripdle pl_asm [Q] représenté sur la figure P T s S BN
a. On alimente le systéme avec une source —e—i—if . H—r——
idéale de tension sinusoidale v(t) = V,cosmt v : II I ; ’ ’
de pulsation w fixée, . Q) :
A quelle condition portant sur Ry, Ry, C; et C; - s
le rapport . est-il constant et indépendant Fig.2 FTTFTT

de la valeur de @ {on se placera en régime
sinusoidal &tabli) ?

b. Caleuler R, et C, pour & = fﬁ En déduire la valeur du module de limpédance
d'entrée 2] wue entre les bornes A" B' pour f = 1 kHz puis f = 100 kHz. Conclure.
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adl.

t. Le quadripdle [Q] représente une sonde de mesure que l'on intercale entre le dipéle
ol l'on préléve la tension et Uentrée de l'oscilloscope.

Ry est fixée 4 la valeur calculée au 2.b. et C; est ajustable.

Proposer une méthode de réglage de la sonde sachant gue l'on dispose sur Uoscillos-
cope d'une tension carrée de quelques kHz.

Ce qu’i] faut saveir

k1.

Points de cours

+ Notion d'impédance complexe — association d'impédances.

- Fonction de transfert en régime sinusoidal pour un systéme linéaire stable.
Outil mathématique

Retenir qu'un signal physique s(#) « quelcongue », donc non nécessairement sinusoidal,
peut étre décomposé en une somme - en général continue — de signaux sinusoidau. ..

Ce qu‘i] faut :amPrehdre

2, Le circult proposé constitue un pont diviseur de tension. Pour étre constant, le rap-

port ? doit étre indépendant du temps, et on le veut indépendant de m: en termes

8
d'amplitudes complexes, cela correspond a ﬁ = { nombre réel}, indépendant de m.

U v
Le rapport ﬁ [uu ﬁ] s exprime simplement en fonction des impédances Z, et Z,

des deux gr:;up-es 111.‘:
Si la condition cherchée est réalisée, la tension u(f) est semblable 3 v( ) (ul[ t) = -p:'r—é—}]

'observation a l'oscilloscope n'est pas perturbée (le réglage des gains permet de com-
penser la différence d'amplitude... ).

Lintérét du montage ne peut provenir que de augmentation de I'impédance d'entrée
de l'appareil de mesure (R, C, + oscilloscope), c'est-a-dire finalement de la diminu-
tion de la perturbation apportée au circuit étudié, qui est la « source » fournissant la
tension wit).

Solution

1. Les deux composants R, et C, sont en paralléle, leurs admit-
tances Y s'ajoutent donc :

1 1 .
¥ = — = — + jC,im.
e =7 TR T
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# POINT METHODE

Le module £, de Z, est obtenu i partir de

T+ (R,C,m)F

zZ! = |z,

= 22

Onaencorepour z = x+jy=z|* = S +y'=|z| = S+

i
L

etpour z=:=>|z| =

==

x
b
D'ai le résultat,

Application numérique :
10°
L, =
JU+(10%-20- 107 - 2mf)?
f=1kHz = Z_ = 099 M(Q;

f=100kHz = Z, = 79kQ.

* Mesure expérimentale de R; et C, :

— Mesure de R; : on réalise le montage repré-
senté ci-contre ol E est un générateur de ten-
sion continue. En régime permanent, la
capacité est équivalente a un circuit couvert.

Pour R = 0, ona u = E et on observe une
trace horizontale sur I"écran associée 4 une
déviation verticale A.

1D

Pour R = R,, onau = % (diviseur de tension) et la déviation verticale devient %

On ajuste done la valeur de R pour que la déviation verticale soit divisée par 2 (alors

R =R,).

— Mesure de C,: e(t) est un généra-

teur délivrant des signaux carrés de

tension créte a créte E et de fréquence
quelques kHz. On fait de plus el :}(
R = R, (¢f réglage précédent).

R = R,

——C,| 41
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=

e(t)]

0 T

Pour ¢ & [(:H%JT.{M- I]T]. E = 0 et le circuit se réduit A :

W o

i, R, “—Clut) = H 5*. ——Cy| i)
2
. K, . du  du 2
Déslors: u = -3t et 1 = Elm:E+REE3I' =0
. R,C
: T = 1Leg

d'oit u(t’) = u[l]'_le-? avec :
= :—[n+ %]T

Il suffit alors de mesurer T et d'en déduire C, connaissant R; (pour R, = 1 M} et
C, = 20 pF, on doit avoir T = 10 us .

ult’)

e |

0 T Ti2

Ansi W8 o1
insi o -z
Le phénoméne est facilement observable si I'on impose une demi-période de I'ordre de

R,C;

. T 1
quelques T, soit : 7MW

=:-qqf-—R1cI = 50 kHz.

Une fréquence f de I'ordre de quelques kHz semble convenir,
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2. 3. 0On se place en régime sinusoidal I
¢établi, on a done en notation réelle ; L C,

v = V cosmf et e B
u = H{@)V, cos{wt+ plw)). By
¥ s :: C-l
b
POINT COURS

La relation entrée (v(1)) - sortie (u{t)) s'exprime simplement en notation com-
plexe. On a en effet :

v = \F._.,tjw et u=V, -[H{m]tiq'[m]]:]w.

Soit u = H{m}emm v=> | u=H{aw)y

v ®@H [

La grandeur H est appelée fonction de transfert.
On a ainsi en notant V_ (ici V_ = V) et U_ les amplitudes des signaux sinu-

soidaux v(f) et u(t), et " l"avance de phase du signal de sortie sur le signal
d'entrée :

H=[H|=Um et @ = .

- m

Passons en notation complexe.
Le montage proposé s'identifie 4 un diviseur de tension.

Onadonc: u
Zy
==t A
—t—l-h'{"m:: lt{l-l-'l:l'.ll:ﬂ:n]n
v zl EI-RE ."'1 Rz .J 2
Don ;=i+z= avec T . .
3 - .
- — o = —+jCw = —(1+)R,Cw
Z, " m T R,{"']'
soit
v . R, 1+)R,C,
M R, 14+ R, Cm
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On veut que le rapport de ces tensions soit une constante indépendante de . [l faut
done que :

1 +jR,C, 0
1+ R, C m

= cste = k.

Or pour @ = 0, il vient & = 1, ce qui implique pour tout @ :

1+jR,Cio0 = 1+ jR,C,0 = | R,C, = R,C,

i 4 ILI
111

R

On a alors :
R,+ R1

= =
v BlE

Les tensions u ¢t v sont en phase, et leurs amplitudes sont dans un rapport constant
quelle que soit la pulsation @,

R
E'b*DnﬂE=%Pnu”+R-; = 10=R, = 9R,

soit | R, =9MQ

La condition B, C, = R,C, devant étre réalisée, il vient :

K
C, = CIR—T - znx$=c, 422 pF.

Limpédance Z°, vueentre A" et B® correspond i la mise en série des impédances Z,
et Z,. Dol -
_ - R, . R, .
L - —  1+jRCio 1+)R, (0

soitencore: £°, = 102, = |f= 1kHz: Z, =99 M0Q

‘,I"= 100 kHz : Z7, = 0,8 ML)
L'avantage résulte de laugmentation de l'impédance du circuit, Z, + Z, remplacant la
seule impédance %.1 (lorsque la tension v(¢) est branchée directement & 'entrée de
l'oscilloscope).

Le dispositif de mesure absorbe alors (par rapport au montage électrique fournissant
la tension v(¢) ¢étudiée) un courant 10 fois plus petit: la perturbation apportée par
l'appareil de mesure en est diminuée d'autant.
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On applique donc a l'entrée de la sonde branchée sur I'une des voies de 'oscilloscope
la tension carrée de quelques kHz disponible sur 'oscilloscope lui-méme. Lorsque le
réglage de C,; est correct, on doit obtenir & 'écran un signal « parfaitement » carré ;
dans le cas contraire, la relation entre w(t) et v(t) ne se réduisant plus 4 une simple
proportionnalité, le carré est déformé.

Commentarres

Un signal « quelconque = v} peut étre interprété comme une somme {infinie) de compo-
santes sinusoidales ; al @)cos(@f+ @ (w]).
Le systéme linéaire transforme la composante « (= en ;

a(w)H(w)cos[wr + 9 (w) + p(w)]  (f H = H{wjelwi),

Lorsque H{w) = H, = cste et @(w) = 0, chaque composante est simplement multi-
plide par la constante réelle Hy,. Le signal de sortie u(r) s'identifie alors &8 Hyv(r) et repro-
duit donc, & une constante multiplicative prés H, le signal d'entrée (i) ...

Ce dispositif constitue une sonde, qui permet de mesurer 4 I'oscilloscope une tension
en réduisant notablement la perturbation apportée au circuit surtout lorsqu'on est
contraint d'utiliser des cibles coaxiaux, dits « blindés », pour se protéger de tensions
parasiles. ..

On peut se poser la question du comportement d un tel circuit en régime quelconque,
non sinusoidal permanent.
Le plus simple est de comparer les courants i et ' imposés par la tension v(t) branchée

directement a l'entrée (R, , C,) del'oscilloscope, et par la tension v(¢) aux bornes du
circuit étudié,

Dans le cas de l'oscilloscope seul : i
vooo.ody v dv
i= —+LCy— =C [ +—J
et, pour le montage étudié : c
1
v _ V=H div—uj ¥
soat —
re Yacdr_u o du Ry
B T TR T

¥
. ¥ dv 7] d

f = —_— o | — e — i
i C,(RI l-1-[:]:] C"[R,E.l‘.dr] 2

avec également, pour le bloc R,C,; :

v _ v du
bE C*(u_,_cf dr}'
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Drans le cas ol R, C, = R,C,, il vient:

w ¥ ﬂ]_ (u E:]
: L‘(Rlc,*dr “lie*t @

et finalement :

0

C,+C, 10

Pour toute tension v(t), le courant dérivé dans le dispositif de mesure est dix fois plus
faible que dans le cas du branchement direct (ce qui implique bien une impédance dix
tois plus grande dans le cas du régime sinusoidal permanent... ).

Pour que cette propriété soit indépendante de la forme de la fonction v(#), il faut que
les deux blocs (R, C,) et (R;C,) soient « semblables », ce qui correspond a |'égalité
des constantes de lemps. ..

@ Fonction de transfert

On cherche 3 déterminer les caractéristi- C,
ques du quadripdle représenté sur la figure
ci-contre,

On prendra C; = 1nfF, (, = 10 nF,

o —————— 3=
o
| |
I

Ry, = 10 k£ et on supposera que le qua- R, — ¥,
dripile est branch® en sortie sur une
charge infinie de telle sorte que le courant D

de sortie i, reste constamment nul. e

1. On se place dans cette question en régime continu &tabli.

Déterminer les résistances d'entrée R, et de sortie R, du montage dans le cas od le
circuit est alimenté - entre A et B - par :

a. un générateur idéal de tension continue E, ;
b. un générateur de tension continue de f.&.m. E, et de résistance interne R, = 50 (1.

2. Le générateur de tension est désormais sinusoidal et de pulsation w. On considére
le régime sinusoidal établi.
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Al

v
a. Determiner la fonction de transfert H = 1?5

&
Tracer les diagrammes de Bode donnant Gy =

20log|H| ainsi que @{w) = Arg(H)
en fonction de loga. - -

1 1
annsem.m,-m, m_m et w, = Jo,w,.

b. On ajoute en paralléle avec C; une résistance R,.
Reprendre 'étude précédente. On envisagera plusieurs cas selon que R,C; est supé-
rieur, &gal, ou inférieur a R,C;.
Poser @) = M— et w = o0 .
Ry R(C, +C,) v .

Tracer les diagrammes de Bode pour R, = 10 k{); , = 1 nF et:

R C
o 2 =1 avec — = 10
H"l E'l
C
'-—E=la'u'-El:—!=lﬂ.
':l HI

Ce qu’i] fault saveir

21.

Points de cours
» Résistance d'entrée — résistance de sortie.
« Fonction de transfert.

* Diagrammes de Bode : comportements asymplotiques.
Outil mathématique

« Calculs sur les nombres complexes,

Ce c[u’I'I faut camPt‘ehire

1. On se place en régime continu établi, régime pour lequel les capacités sont &quiva-
lentes a des circuits ouverts.

2. Le courant i, étant nul {(charge inbnic}, le méme courant traverse les branches AC et
CD. On est alors en présence d'un diviseur de tension, ce qui permet de déterminer
simplement I'expression de la fonction de transfert H.

Les diagrammes de Bode doivent mettre en évidence les comportements asymptoti-
ques (a4 T.B.E et 3 T.H.E), comportements que ['on peut retrouver directement en
modifiant « i vue » le circuit proposé (a T.B.E, les capacités se réduisent - i la limite -
a des arcuits ouverts alors qu'en T.H.E, leur impédance tend vers zéro... ).
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1%. Solution

1. a.
& 1 POINT COURS )
Considérons le systéme source - e A C.
quadripdle [ABCD] - charge. source .i-,r @ E] charge
En régime continu établi, le dipble 4 B D1
[AB] vu de la source est &quivalent
a une résistance appelée résistance :
d'entrée K. On a ainsi: quadripdle Q
K. = E b
© :'E _,_.__u.l P, :
Elle ne dépend pas de la source RIS 1 el __[] R, :
mais dépend du quadripdle Q et ; ;
en général de la charge. Pemmmem s
Pour un générateur de tension (E,, R,), le courant i_ sera d’autant moins sensible
au « défaut » R, que la résistance d'entrée est grande ( R, == R,).

En régime continu établi, les condensateurs ne se

lalssent pas traverser par un courant : ils sont alors =———»1____ }——
équivalents i des coupe-circuit. Le montage devient :

¥
Onadonc:i, = 0 et R, = I—“ est infinie.

L
L

Dans cette  question, le gl!n:‘ratl:ur de tension Fig. 1
continue est idéal (Eg), l'ensemble source-quadripale
se réduit alors i :

IS

Dot |R, =R, =10k

1. b. Le générateur de ten-
sion continue n'est plus idéal
(Egs Ry). Lavaleur de la résis-
tance d'entrée n'en est pas
modifiée (elle n'est pas lide 4
la source). Pour la résistance
de sortie, le systéme source-
quadripdle devient :

Mais R, = 50 £ et R, = 10 k€2 soit | R

= |R; = R;+R,
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2. a.

#® POINT METHODE

Notons Z, et Z, les impédances des

branches AC et CD. Le courant i
étant nul, Z, et Z, constituent un

I

e

- — c
le
D

; Ce e . ] 1 1
sont les admittances complexes associdesa Z; et Z, {\ ok et ¥,= —] -

1

V.

divisenr de tension, On a donc :
Z, Y,

=
| B~
—hl =

[ T R

ol Y, et

[l Bl [

i
Ceci suppose que i, = 0 et donc que l'impédance d'entrée du systéme placé en aval
de CD soit idéalement infinie I:|Z‘_| =5 Z. en pratique...).

Or Y,=jC,o et Y, = L+jl:.m = l{I+jﬂ.'l:.,:r:-ll
R, R,
1+)R,C m B 1+ )R, C @

“ R TR e+RGo F T THR(C + G

(J=

] 1
= — I e < H
Posons alors @, R.C, et @, RAC 7 C) (w, < &y)
|+
He—]
I-|-jE

Commentaires

| * Pour @ tendant vers zéro on obtient H — 1, ce qui sexplique en considérant qu'a la
limite les deux condensateurs constituent des coupe-circuit. On est alors ramené au circuit
représenté d la figure L. Déslons V, = V et H = 1. Deplus ¢ = 0.

* Pour @ tendant vers I'« infini » (c'est-a-dire en fait pour o = w, >m, ) Ii devient

. Ly C,
équivalent, i la limite, a @, soit : H - C+C,
G
Certe Fais-ci Je circuit se rbduit i & A I B

R

T
=
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o m W e g
¥ 2 - = = .
= Lvdy VY, G0+ G0 - Gy

e méme lim ¢ = 0.

ag — & p
« Les deux pulsations w, et &, intervenant dans la fonction de transfert 2. a. sont en fait

celles des circuits: [R;-C,] d'une part {1, = RC, e o = 1. LJ et

R, G,
1 1

—_ = m—, e
T, RC, +C,)

peut s comprendre aisément en considérant I'équation différentielle associde au circuit
proposé et en prenant en compte deux cas particukiers ;

[R.—{C.HE;]' drimtﬂ.’ pﬂl’t I:t; = R|[‘:|+C;} ef w; =

1+ 12
H @ 5 +1 o +1 dre
= = = =a y— = —_—
= em VT e ' dt
+ )J— —
oy
Si l'on fait done v, (1) = 0, ona pour v, (1):
I |L|
H
I N
R, —— | ¥ =R, v () s R, —
o C, L C,

avec O, = C) + C,, d'ob la constante de temps 1, = R,C, = R,(C, + C;).

D méme, en faisant cette fois-ci v,{t) = 0, nous obtenons pour v {1) :

il apparait ici la constante de temps 7, = R,C,.
I'L_H] L PO ——

Lrer —r-.

POINT COURS
l+jﬁ;£
La fonction de transfert H = ! peut se réécrire :
I+ j—
2
H=H, HavecH, = 1 +]= et H, = — .
- — — — l}l]| — . [
|+]m—

1
H, et H, sont des fonctions de transfert du premier ordre dont les diagrammes

asymptotiques sont donnés, pour G, par (traits pleins) :
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0 == w1 (Ggg), ~ Iﬂlug[mE:J; W == W, (Gyy), n——lﬂlug(&)-

On peut ainsi obtenir un diagramme asymptotique de G,5 = 20log|H| par sim-
ple « addition » des diagrammes précédents ; soit dans le cas oQ @, << @, :
Gn 4

...........
-
-

et
=
s
AT
z|E
= ld
L —
T
'
1

En effet : o << w, et i, Gg=—0+0 =10

(e =)
w0 = o, el i, Gy — Iﬂlug(mﬂ [EI:] = Iﬂlng(m—z].
1

® Diagramme de Bode donnant logm — Gy = 20log|H|

2
1+jE I+(E)
Ona |H| = ——=U = -
e = g = T
K
0; o,
i "
D'oit | Gy = Iﬂlng(l + E-]— Iﬂlag(l + ﬂ)
) ;
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—Pour @ << @, < @, : Gy — 0 (Gdr mmi[L - i)]

o] ©

w?
‘I'l‘—.:_

L]
- Pour o > w, =y Gttu = I[lnlug - Il}lﬂsal = Gﬂ,
i

t+—J
0w,

o G
= 1'IIl]1:lg—2 = —.
@,

~Pour 0 = @y, = Jw i, Gy = 10log 3

[Yautre part, G est ici une fonction monotone décroissante de , d'oi le graphe avec :

iy = W = 10%rad 5" = logmy, = 5 et Gylw) = -17.85~-17.9

W= ———— = 909 10 rad - 57! = logw, = 396 et Ggulw,) =-297

Wy = Jo@m, e logm, = %{]ngm, +logm,) = 448 et Gim,) = -104.

G, = ~208.

logw, logm, logom,
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® Diagramme de Bode donnant le déphasage ¢ de la tension de sortie sur la tension
d’entrée : logw — p{m)

® POINT METHODE
p est complétement défini par la valeur de sa tangente et par le signe de cosg ou de
SN,
On cherchera donc & déterminer I'expression de tang ainsi que l'intervalle auquel
appartient ¢.

. i}
I+]E ae® g
OnaH = |H|ei‘P avec H = G o = n—'elf'au-ﬂ;l
|+]-E ae’™: 2
(il

1
oi1 a, et a, sont les modules du numérateur et du dénominateur (a, > 0 et a, > 0).
Onadonc g = 6,-8,

tanf, = mE et cmﬂlbﬂ—}ﬂ,e(ﬂ, I'_l:]

. 1 2
AVEC 2
tanf, = — et cos, >0—6,¢€ [ﬂ, E}
), 2

[Yautre part, @, > @, implique 8, > 8, et donc:

<10 avec—g{qpﬁﬂ.

L _ o
tanB, — tanB W, o,
De plus, tan tan(@, - 9,) = ' 2 - i
pius, tang = tan{®, - &) 1+ tanB, tan®@, L+ (o
@, @,
L]
P w; —m iV W, —
Posons x=mﬂ{{ﬂu= m|ﬂ]'1:|'==*lal'l.!.|}= 2 ! 0 - = ;m 1 l]_
' 'I:I.'I',:, |+(-{£] o b
o, x

On constate alors que @ est invariant par le changement de x en i :p(x) = :.pG:]

B La fonction X = logx = F(X) est donc paire et le graphe
¢(x) = F(logx) associé est symétrique par rapport 4 'axe X = 0 (c'est-2-

Une étude rapide de la fonction g{w) donne:

LCL N
— pour @ <= @, et @y Lairaite et @ tend vers 0 en méme temps que ©;
1 Wy

Chapitre 4- Electrocinétique 2 (183

Exercice «os =



Exercice 404

— pour @ = W, etw,: H, :IH,—rg etp—0;
y —
20
— de plus, @ est minimal pour ® = @, la quantité I+;I_; étant minimale pour x = 1
(et @, — @, est négatif ),

- pour @ = w, = [, (soitx = 1): tangp =

D'oii le graphe ll::ngﬂ = p(w) avec p(w,) = —39.8%, p(w,) = —39,8°

et oyl = —56,4"

2. b. La résistance R, étant placée en paralléle avec C,, l'adminance Y, s'écrit:

Y, = Ri:jc,m - RLILIHRECJ[-]},

La fonction de transfert devient :
1 .
H"_I{l + .l R'I':| Elfl]

¥,
H = = =
NN 1L R,c @)+ (14 R,CLo)
R, R,
) R, 1+jR,C w
SO ENCone ; E = R +R, IR, .
1 +jm[{:| +Eﬂﬂ1
Posons: H;, = R: v o, = I el o = I
R, +R, ' R,C, ! R,R, C el
ReR, &)
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| +)—
d'od H = H, :
| +)—
0,
Commeniaires
* A trés basse fréquence | o <= @, et @) ), A It i =0cC
H | tés se rédui —
H=Hy = R +HJ: 5 Capacités s¢ rédu- .
sent i des coupe-circuit et le circuit devient :
un simple diviseur de tension [ici formé des . .
résistances R, et R;). 1] D
=A trés haute fréquence, le résultat est
inchangé par rapport au 2.4, le circuit A Cy i=0cC
étant équivalent 4 un diviseur de tension * I I S
capacitif.,
Et: p— 8
4 C,
LT B D

* La tréquence « centrale » {III; 5 dCrit maintenant

R,
1+ —

mi - 0 v l I'Ii -
! v {R,C,)* C,

R
(ona @g= o, 1+ =}
H‘I
Pour ce circuit, ef pour les mémes raisons que celles exposées dans le commentaire de la

question 1. a,, les pulsations o, et w. sont celles associées aux circuits [R) - C,] et
[(R, # R)=(C, 1T

* D'ol les différents diagrammes de Bode :

1% cas :
C R, C
W, =W soit RC = R1C|[I+—l] ! ce qui exipe — = =2 et donc
G R G
R,
R,C, = R,C,. Dans ce cas, la fonction de transfert est indépendante de la pulsation m:

Ry
E-HI}-R|+H1
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2% cas
R, ¢ .,
R,C, < R,C; etdonc T < o soit @) < @, ; les courbes sont de méme nature que
FJ I
celles tracées au 2. a.:
g *y
k] W4 5 b 3 4 5
0 - logw . = logw

=10
=30

lei, R, = 10k); C, = InF, C;, = 10nF et on a pris: R; = R;. On a alors
Iﬂgm,; = 4.63.

Fcas: R,C, = R,C, soit 0; > m, les courbes sont alors « inversées ». On obtient :

G"’BT L
3.5 4,5 ] 0,5
0 ; 40
-1
20
=13
_..._-I\---__---.--..-___--- ﬂ
3 3 7 log{wm)
-25 ;

R
lci,C, = C, = 1 nF; i'afl =10 (R, = 10kQ et R, = 1 kQ)et logny, = 4,63,
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@) Adaptation d'impédance

A1

1. Un générateur de tension sinusoidale alternative de f.é.m. e(t) = Ecoswt et
d'impédance interne (complexe) § alimente une impédance de charge E

A quelle(s) condition(s) sur " la puissance électrique reque par la charge est-elle
maximale ?

2. Le générateur précédent a maintenant une impédance interne réelle L =R, et

doit alimenter une charge réelle R avec R =R,
Pour réaliser |'adaptation en puissance ci-dessus, on propose d'intercaler entre géné-
rateur et charge un module L-C selon 'un des montages suivants :

Rq

e{t}l

.................

Quel montage faut-il adopter ? Quelles valeurs faut-il prendre pour Let C ?

Ce qu'i] faut savoir

21

* Utilisation des amplitudes complexes.
» Puissance recue par un dipdle.

Ce qu*il faut cﬁmprehdre

5.

Déterminer les caractéristiques de |'impédance de charge qui permet de recevoir la puis-
sance maximale d'un générateur donné consiste 4 « adapter » la charge au générateur.

Selution

1.

POINT COURS

[ 7 La puissance moyenne reque par un dipdle d'impédance

z —}— complexe Z, soumis 4 une tension sinusoidale
- u = Ucostol et parcouru par un  courant
i = lcos{@r+ @) s'écrit :

P = %UIcusql = %Il-ﬂt{l_'.}.

Chapitre 4- Electrocinétique 2 (E?
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Enadoptant la notation en amplitades complexes, T
ona U=2"
U= E-

Soit 11 avec E
|

Wi

[ e

l. U Eﬂ'
‘ T v

I

E
+ 7

1

La puissance reque par Z° est P = %II- Re{Z'}.
Soitennotant Z = R+ jX et Z" = R"+jX":

JLRE L1 RE
z+z]? 2R+ R+ (X+X')?

P est une fonction des deux variables R” et X',
Remarquons que pour obtenir la puissance maximale, X° pouvant étre de signe quel-
conque, la premiére chose & faire est d’annuler le terme (X + X'} ,d'ob X" = =X,

R'E?

Il reste alors & chercher le maximum de la fonction P(R") = J{(R+ R

EX__,
= EﬂR )
soit en dérivant par rapport a R :

fiRy = 2R

(R+R? (R+R")
1
(R+R")*
Cette dérivée s'annule pour R = R’ et correspond bien & un maximum : la fonction
[ est positive, s'annule pour ' = 0 et R” — o=, D'oi le graphe de P{R"):

FURY = {(R+R -2R").

El‘P

8R

= R’

0 R

On peut regrouper les deux conditions trouvées pour obtenir le maximum de P :

X = -X
lelz-z

R = R

Z" désignant I'impédance imaginaire conjugude de Z.
Dans ces conditions, on 4 « adapté » limpédance au générateur.

1@ Partie 2- Physigue MPSI



2, Dans le cas d'impédances réelles, la condition précedente se réduita: Ry = R,. Cette
condition n'est évidemment pas réalisée.

+ Considérons I'impédance de charge Z°
branchée aux bornes du générateur dans le
cas du premier montage proposé : la puis- 5
sance absorbée par ce dipdle est égale a la L R,
puissance consommée dans R, seul élé- E = FT
ment dissipatif du dipéle, la condition - '
d'adaptation établie au 1. s'écrit donc ici: -
Ry = 27 2

=
0 ——

aveg H‘!:: j1::m+ I

| jLoR;
®jCw Ry +jLo

| . .
—— (R L = jLaI
(R: ij]r L+ jLw) = jLok,

L . R,_ .
RRy - ¢ +;[LmR‘+ E_m] = jLoR,
d’aii les deux conditions :

RR ~= =0

ol

By
L[ﬂﬁ.!+aﬂ = I-[I]E.j_

Ry
R, -R
ce qui n'est possible que si Ry > R_.

La seconde relation impose LCw? =

£

Dansctcas,m'ﬁ:% = R R, ,onobtient :

R_L RE
(1] HL—F&3
|

w R (R -R)

« Il reste & étudier le second montage propose :

(si Ry > Ry).

C =

O

-

nouvelle £°

Chapitre 4- Electrocinétique 2 (189
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On veut £° = 115_ ol &1"_’ =

sl

R

1 + |
ilo g, L
Rt Ca
_JCo 1 1
I+jCek, R, jLw
jC _ jan-I".E
I+ CoR, jLoR,

18] =

=

~LCaPR, = (1+jCoR )(jLo-R).

[Yod les deux conditions :

-LCw'R; = -R, - LCarR,
0 = Lo-Col R,

Re— Ry
L
E R'. RF

Ceci n'est possible que si R, = By et dans ce cas

Les deux montages proposés permettent donc de trouver une solution dans tous les
cas, le choix du montage dépendant des valeurs relatives de By et R,

Commentaire

Ce probléme d'adaptation d'impédance a une grande importance pratique dans le cas des
émetteurs d'ondes radio :
ladaptation correspond & la transmisgsion d'un maximum de puissance a lFantenne, afin de

=]
w

- w R (R - Ry}

rendre maximale la puissance rayonnée,

‘I@ Partie 2- Physique MPSI
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&5 Deux branches en paralléle

#1,

Partie A

Le dipole représenté ci-dessous est alimenté en régime permanent par une source de
tension sinusoidale u(t) = Uycosmt.

uit)

1. Onprend R = R" dans cette question, les valeurs de C, ', R', U, et @ &tant imposées,

a. Pour quelle(s) valeur(s) de L les deux branches du circuit absorbent-elles la méme
puissance &lectrique ?

b. Retrouver les résultats précédents a partir d'une representation de Fresnel.
2. Reprendre les guestions du 1. dans le cas ol R est différente de R",

1
On posera Ry = R’[i + m)
Partie B

On supprime la capacité de la branche supérieure.

1. A quelle(s) condition(s) portant sur R, R’, L et C* l'impédance complexe du dipéle
est-elle indépendante de w ?

2. Le condensateur € n'étant pas chargé pour  u(t) A

t < 0, on applique au dipéle un échelon de ten-

sion d'amplitude E. E
Déterminer le courant i(t) traversant le dipdle.

A quelles conditions ce courant est-il constant 0
pour £ =07

3. Commenter les résultats obtenus aux B.1. et B.2.

> |

Solution

Partie A

1. a. La puissance moyenne P absorbée par un dipdle d'impédance complexe Z
s exprime par :
p = %Un[cn«sd}

Chapitre 4~ Electrocintique 2 @1

Exercice 406



Exercice so8

mee:u = 2 i 2
soit encore : Uy = Zlel®, —{ 1}
- -
Posons Z = A+ JX et donc |§| =7 = JAT+ X1 ul )
left = Jo _ ﬂz. u(t) = Uycosmt
L Li— i) = lcos{wr+ ¢)
u U
_ By 0 . 0
et lcosd = Re EE } ER:I{E ) Eh
by
. 1Ug
Finalement: P = +—0A
inalement 373

soit pour chaque branche

doii: A" = R et Z'= |R'24 1

C'igt
. 1.z R . 1 2R’ 1,2 R . .
Dol P = EL“E et P'= EU“E - EU“E puisque dans cette question, on a

R'=R.

On aura P = P* {méme puissance absorbée dans les deux branches) pour Z = Z°
20it

R+ (Lo~ LY
4| Lo - =

( Cu:-]
1 1

id Ll — = £
ce qui donne : Lo o i{:’m

Une premigre solution correspond 3 | L = (l - l}_'._

Il en existe une seconde pour C < C°;

1 1341
L=(z-2)
1. b. On peut également exprimer la puissance P selon

-1 : 2 lpp
P = sRe(Z)I* = SRI.
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Oru = Zi donne U, = ZI (i = 1ei)
2

Foli U, m 2 et P = 10
o 2 Ez

P =P avec R = R’ se traduit donc par Z" = Z.

BZ =ZaecR=R"=Z=Z" (conjuguéde Z°Jou Z = Z' soit en représenta-
tion de Fresnel ;

m " cas
i iD
-4
; 2~
R E Z=17 R ;| 1L
el |.__ # I--' - =l -
Bl T g
_ -, Cw
Z C'w AR
D’ S
Cas toujours possible

. . . , . | 1
; D L - — = ——
On doil avoir dans ce cas (points D et D' syméiriques) : Lo o= T

doib: Lo = J +=Lmit L_l[l+l]

C'w Cwm T whCC
= 2° cas

1 b :

O R A HH—L

— - Cw

zZ=7 " B =D T

- — =
il B = BD + jLw

R

Cette derniére configuration n'est possible que pour A'B = A'C soit %ﬂ = ﬁ:
c'est-d-dire pour C << C". Deés lors, il vient :

| 1 1 141
Lm-ﬁ}_ﬁ::- L::[E_E]ﬁ

2. On g maintenant "2 R, et la relation P = P° $'écrit alors :

R R winzz=k

2
71 = 7n RE :

Chapitre 4- Electrocinétique 2 (193
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Soit encore :

R + r:’llml I;;:[Rl (Lm— ﬁ)z ] et [:Lm - El':.':}z = RR’ - R?+ ﬁ*cF't'Tml
ce qui n'est possible que pour : KRR - R* + ﬁ =0

c'est-d-dire pour : R = R'.(l + dR'T{:!’_I.uﬁJ

1
Posons Ry = R'.( 1+ ricrigs | = R < Re.

O obtient alors

[Lm— %}]z = R(R,-R)

ce qui donne :

Lm-Lm=.fnrRﬂ—m= L= cm?- 4 SRR - R)

i}

et Iiﬂ—— ,.,ll'ﬁ R) p-uur = = JR{R, - R)w
1 JRE-R)

Co? o

soit L=

[Ivalaencore (pour R = R, ) une ou deux valeurs de L satisfaisant i la condition imposée.
m A Iaide de la représentation de Fresnel :

onaici K'# R et 2" = JEE Pour illustrer le propos, supposons R* = R.

Vo

:,:;
L]

x {axe réel)

AL e
2
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OnaOA" =R et A'B" = - On trace alors le cercle 6 de centre O et de rayon

|
C'w
OK =2 = %E’ < (Z" = OA"). Limpédance Z est représentée par un vecteur

FS- dont 'extrémité S doit se situer sur ce cercle avec :
. 1 . =3 *
Z= R+][Lm——). soit O5-1 = K = 0.
- Cw
Le probléme n'est possible que pour O] = OK (R = Z), soit pour:

R | 1
g 272 — 2 =
K+ = H,Z = R = [E,(R +C’1m3] Ru]-
On retrouve la condition R = R,,.
Dans ce cas (R = Ry), il existe a priori deux solutions (points §, et 5,).
« La solution associée a 5, est toujours possible, elle
correspond 4 :

Lo = — + JZI-R?

Cw
1 [R | N >
. S S £ PO SR S BT
soit Lo Cm+JR‘(R +C‘1ﬂ:-1) 1]
ef
1 1 JR(Rg=R)
Loy = — RR,-R1 L=
(1Y) Cm+ I|' L =% sz-i- o
* La seconde solution (point 5;) n'est envisageable :
que pour : R ] .
1 - 1 ;
—_— : _n? — = - £, N
Co Le=s = Co ,JHR,} kL 5 ;
On a alors : - 1 -
Lo = L-..JE.:-H: Lo
Cw — . ¥
Ne-L N
. | JRR-R) Co
st L= -
Com* {0

Commentaire

| Notons que, dans le cas ot R 2 R', les arguments de 2 et Z° ne sont pas plus égaux ou
opposés, el qu'll existe un cas particulier (£ = R) pour lequel Z est réel, alors que 7' ne
Iest pas. On a alors

x=u=m=a‘{|+m)

I . .
et Lid— — = ), t LOm = 1.
cw __J

Chapitre 4- Electrocinétique 2 (Eﬁ

Exercice o8



Exercice 406

Partie B 5 L
1. Lorsque l'impédance complexe Z du dipdle A
[AB] estindépendante de la pulsation w, il en est

| L€
de méme de son admittance complexe Y = % i
: . - . | 1
Dr‘i = 'E’RL+‘_|“.L.. {association en paralléle) et 'E’m_ = R+ile = R(] +.Lm)-
]_
S R’ R
Deméme Ty = =~ = F1+RC®)
R+ —
1C @
Pasons T = E et ' = R'C’, il vient :

soth encore :

|
Yo —d e 1
: It'+{ﬂ I+jot R I+jm1:’}

et himY = —]~

L _ 1
O a alors "_t'l[ﬂ} =R m 1 R

. Une condition nécessaire est donc R = R';

'f devient alors :

=3

=l A1 1
R I+ )wmT 1+ jmT

Cette nouvelle expression est indépendante de @ pour T = 1.

Les conditions cherchées sont :

R=R et t=t=Y(0) = ¢ o 2(0) = R,

1l faut donc que : R'=R et L=RC

2. On soumet le dipdle AB 4 un échelon de
tension d amplitude E. Pour ¢ = 0, les équa-
tions des branches sont : i, R L

E = Ri Ldi' ]
= ||+m [] u

- = J. '
E=Riy+
R g

r d! .
o . -\ = dl \ = ] 2 - 1
soit avec 1, _Ld: 0= CR T +i, [2) 2 —— | I
i u

Intégrons ces deux équations :

(1}donne: i,{t) = E...jhe'i (ot = =)

==
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i
or 1,(0%) = 0 (continuité du courant dans l'inductance) =i (t) = E[I - ‘)

I

(2) fournit: i,(f) = pe T {ou " = R'C’)

or u(0*) = E = R’EE{D*HE% = R’i,(0*) (continuité de la charge du conden-
r

sateur) = iy(t) = e T,

Do, avec (1) = 1(f) +,i1):

-
On a représenté ci-dessous les courbes donnant i—r iy 150 16 E_ur>0)

R R
R=1000£;R =15008e1 =151

pour

0,01

0,006

0,002

=
*

t
o' 2 4 6 8 T
Le courant (¢) est constant pour ¢ > 0 et vaul I-El si les deux termes oi figurent les

exponentielles s'annulent, ce qui se produit dés que :

RF=Ret =1

On retrouve les conditions établies au B.1.

Chapitre 4- Electracinétique 2/ (197
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3. Les résultats obtenus au B.1. et B.2, sont identiques. Ces deux approches permettent
de conclure, les conditions ' = R et L = R*C" émant réalisées, i la proportionnalité
entre la tension imposée u(t) et le courant i{t) que doit débiter le générateur de ten-
sion déliveant wir), asavoir:

i(1) = ]llu{ll'l.

Ceci n'a rien d'étonnant si on se rappelle que 'on peut « toujours » décomposer un
signal temporel u(f) en une somme continue de composantes sinusoidales. 5i I'on
obtient ainsi une méme relation de proportionnalité entre les composantes sinusoida-
les de i(t) et u(e), il en sera évidemment de méme pour ces deux grandeurs
{4 rapprocher de la relation étroite associant fonction de transfert et équation
différentielle. .. ).

@ Puissance consommeée

1. Le dipole AB représenté sur la figure ci-contre est , L*

alimenté par un générateur idéal de tension sinusoidale  « TR

de fréquence 50 Hz et de valeur efficace U, = 220V,

R est une résistance variable, W — L X
a. Déterminer la puissance moyenne P {puissance

active) absorbée par le circuit.

b. On constate que cette puissance P fournie par le
générateur est maximale pour une valeur Ry = 25 £ de R. En déduire les valeurs de
L" et de la puissance maximale P, effectivement consommée.,

€. Pour une valeur R, de R (R, > R,), le facteur de puissance du circuit devient égal
a l'unité, et la puissance consommeés est de 500 W,

Donner les valeurs de la capacité C et de R, sachant que L = 1 H.

2. Le dip6le AB est désormais alimenté par un générateur parfait de courant sinusoi-
dal de valeur efficace [, et de pulsation w.

Déterminer la puissance P consommée dans le circuit, et tracer la courbe donnant

PIJI{:?:} en fonction de x = :;E iR, L, U, Cfixés. On prendra les valeurs de L et C déter-

minées plus haut ainsi que R = R,.
Commenter le résultat obtenu.

ﬂnmm:anh:ietr:!:ﬂ‘j%.

Jit
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Sel]utioh

1. a. La puissance moyenne fournie par le généra- L

teur est celle qui est consommeée dans I'élément ]
dissipatif constitué par la résistance R '

Or la tension U s'applique directement au dipdle 4 [C —— L U
L'-R. Il reste donc a calculer la valeur efficace du
courant traversant R (la capacité C et 'inductance &
L ne jouent aucun rdle quant i la détermination de
cetle puissance).

Désignons par i'(t) le courant parcourant la branche L'-R. On a:

P = <Ri'%(t)> = Rei’?> avec <i’>! = ,—H:.:"TJ‘E{I'}J:II* = |2
d'ot P = RI?

I; = intensité efficace.

Orw = Z'i" en notation complexe ot Z° = R +jL'm.

Soit U, = Z'I] (Z": module de Z')

U R
el = —oto = | P=l—e—m— | (I
) RE 4+ L 2 ‘WaLimt |
UE U-!

[ 3

L'Hﬂl} TRy
R

1. b. Cette puissance se réécrit: P =

(R+

L'expression au dénominateur est minimale pour & = L'@ (f(R) tend vers l'infini

- e df L L7

pour B = 0 et Rinfini, et il 1 w2 J.
Ul
Onadonc: R, = L'wet P = EH]'
Application numérigue :
‘ 22 .
L =111:.5.|}='L = 80 mH
_ (220)* -

P = T =P, =9%8W,
1. &. 5i l'on désigne par i(t) le courant débité par ; L
le générateur : »

(1) = U,f2cosmt
it) = L. 2cos(@t+ ).

La puissance consommée dans le circuit peut s'écrire :

w| C—— L R

P =1U_cosp olt cosp estle facteur de puissance.
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Commentaire

! Le facteur de puissance ¢st lié¢ au déphasage du courant délivré par le générateur sur la ten-
sion a ses bornes. Ce déphasage @ dépendra de L' et B mais aussi de L et C.

Le facteur de puissance prend la valeur unité pour p = 0, ¢'est-a-dire lorsque le cou-
rant 1(#) est en phase avec la tension u(t).

Or I = YU (Y admittance du circuit).
La condition cherchée se traduit alors par :
Im(Y) = 0 (Im= partic imaginaire)
Le circuit étant constitué de trois branches en paralléle, nousavons: Y = Y, + Y, + Y,

dVel § | :
L='i':m1E=iIftﬂl H—"=R+jL’m
D'ois Y = J[Cm-ﬁ}]q-h_:l,m
o enore = (o) wiviae
t Im(Y) = m_ﬁ_n—ffl.uflml'

1 L

Il faut done que Im(Y) = 0, cest-d-dire: C = TR YT

L, R
Lo* (R} +R))w

doin: |C= {2) (R = R, d'aprés 'énoncé, et L'w = R, ).

La valeur de R, se déduit de celie de la puissancc CONSOMMeEE :

P = 300W IU (ef Loa,avec L' = R, ).
FI'. + R
Ul
b z
Doir ; RE - [FJ111+R1 -0
Ry Uf- R,
el (E) _[P‘_RI][E]*-I = 0.
Cette équation admet deux solutions p, et p, par rapport & la vanable R_ avec
[
,::

ppy=letp,+p, = PR » Ces racines sont donc positives, l'une est inférieure 4 |

et "autre supérieure & 1. Le I:i:xtr: impose R, = R, Onaalors:

NHEE
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R
Application numérique : El = 3,59 d'ois: R, = 90 Q2.
!
On en déduit d'aprés (2} : C = 19,3 pF.
2. Les trois branches (C, L et L'-R) consti- I L
tuent un diviseur de courant. T
On a alors : Y I,
EJ - 1 I il:l T :: ': I_. “-
- Y, +Y,+ "|:_“' -

. 1 R

wee Xy =JCo o = 75 L = Do
]' I

1+ 2Z7(Y, +Y,) 2

Soitencore: [' =

et I = ' —1, (3)
|+ jL’ .
+i(R+] m‘.l[(:cu Lm]

La puissance consommée dans le circuit, donc dans R, s'écrit

P = %R-:i”[:}:: = RI;%

Or d'aprés (3) et [, désignant la valeur efficace du courant débité par le générateur
(I = 1.42),
|

I: = [,
1 . 1
1-L'efca- L ] R(Em-—
[ [ Lm) " Lmj
RIZ
et P = R
I - L Can T o
| RI,
Soit encore P=

1+ L1 -LCon} + 2 (1 - LCwy?
L Lim?

et en posant {ﬂi o é1 X = mﬂﬂ et 0 = [{,E (Q représente le facteur de qualivé du
circuit {R/A LA C} )
BRI
P = 3

{'I +er(1—.:1}} +%1{I - x2)*

Pour @ = @, il vient P{e,) = P(x=1) = RL

Chapitre 4= Electrocinétique 2 @1
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P{w) xt

P(wg) : :
{.'c[l 11~ r!}]} + Q41 -x%)?

Avec lesvaleurs L' = 8- 10“H; C=193pF; L=1H; R = 204},

: . 105
NOWS avons ; Lr=g-m-z et Q= 90 M

d'oi

#0.4.
Dol la courbe tracde pour 0= x = 5:
P{w)

Plong) |
' T

- .

L LT

Commentaires

*On remarque que cette puissance tend vers une
valeur nulle & triés hasse fréquence (o -+ 0) on &
trés haute fréquence (w —==). Ceci s'explique
aisément si l'on prend en compte le circnit bouchon
(C /T L) placé en paralléde avec la branche LR,

En effet, en T.B.E, I'inductance L joue ke rdle de
court-circuit, et le courant source [, passe
« entierement » dans L, ce qui implique que i
devient nul et P tend bien vers zéro. De méme, en T.H.E, c'est la capacité C qui joue le role
de court-circuit : la conchasion est la méme,

* Pour la pulsation caractéristique du circait bouchon, ¢’est-a-dire pour @ = @, = T‘*
i

tout le courant va passer dans la branche LR (l'impédance de I'ensemble L //C devenant

infiniel. Deés lors, ona: .
P=RIZ = RI; = Plm,). |
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" B. Filtres actifs et autres circuits

avec amplificateur opérationnel

@ Filtre de Butterworth

On étudie le circuit ci-dessous, dans lequel l'amplificateur opérationnel est supposé idéal :

oo TR

1. Montrer que la fonction de transfert de ce circuit peut s'écrire :

- 1
=V, 1+2jRCm-R?C,C,mé
En introduisant la pulsation caractéristique o, = 1 etx = % . mettre H
RJC,C € -
sous la forme : o
He — 1
= 14 2jox-x?

et donner l'expression de o.

2. On étudie Gy = 20log|H| ; étudier - en fonction de o - le comportement de Gy
en fonction de logx. Préciser la nature du circuit.

Donner Lallure des courbes représentatives (diagramme de Bode en amplitude).

3. Dans le cas particulier od % = 0 admet ¥ = 0 comme solution triple,

déterminer : dx

C
- la valeur de C—" correspondante, et Uexpression simplifige de Ggglx) ;
2

- la fréquence de coupure de filtre obtenue.
On obtient alors un filtre dit « de Butterworth »,
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Exercice 411

il

Ce qu'i] faut savoir

| .
b

+ Propriétés de I'AQ idéal.
« Fonction de transfert.

* Loi des noeuds en termes de potentiels : théoréme de Millmann.

Ce qu'i] faul comprendre

13,

* L'application judicieuse de la loi des nceuds (exprimée en termes de potentiels) et
I'hypothése du fonctionnement linéaire de 'AQ (avec € = 0} — nécessaire i la défini-
tion de la fonction de transfert — suffisent pour éliminer les potenticls V-, V* et V,
{en amplitudes complexes évidemment ). =

* Pour G, on étudie d'abord le comportement asymptotique. Le calcul — ultérieur -

G
de la dérivée de G5 en fonction de logx se raméne au calcul de d.:ﬂ . et méme a celui
dG
de E
Solution

[ S —

1. Ecrivons le potentiel V, (en amplitudes complexes) du neeud A en fonction des
potentiels des neeuds vorsins (théoréme de Millmann) :

V., ¢
- %-pf”[.lm\-_’* _ V o+ Vi +jRC0V,
YA l+l+'::m 24+ jRC,m
RTR Py

[Yautre part, 'AO est idéal (courants d’'entrée nuls) et (pont diviseur de tension) :

!

JC,tw 1
— —V,.
I %~ T+jRC,m-
L

Vi =

I+

En régime lindaire (ce que suppose |'existence de la fonction de transfert) :
Vit =\

. AVEC IC1 ‘I-: =V,.

Ecrivons alors 'égalité des deux expressions de V', , en tenant compte des deux égalités
ci-dessus —

V,+V, +RC, eV,

V. = (1 +jRC,0)V, = =——= =r

Ya = (1+)RC0, 2+jRC,®

(1 +RC,m)(2 +jRC, )V, = V, + (1 +jRC,@)V,;

[(1 +iRC,0)(2 +jRC, @) — (1 +jRC,@)]V, = V,;
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dod

j;|=

|=l=

en effectuant les produits et simplifiant, on obtient bien :

~ (1+JRC,w)(2 +jRC,@)- (1 +jRClm}:

]
H =
= 1 + Ejl.ﬂ:i[ﬂ—- IT.IE.C,_ELEII
En introduisant w_ = il vient :
R,JC,C;
2
RIC,C,wf = 2 = xf;
RC
et RC,o = :_ 8.
R,[C,C, ©
s0IL : H= , avec
= 1+ 2jox - x?

2, Exprimons G :

Gy = 20log|H| = 10loglH

4

Gap = =10logl{] —xf)* + doxixt).

Pour x =0, Gg—0 et pour x— 4eo, G~ —~10logx*
pond & une asymptote {pour la courbe G 4 en fonction de log x) de pente —40 dB/décade :

= —4llogx, ce qui corres-

la structure du circuit proposé est celle d'un fltre passe-bas du second ordre,

Les deux asymptoles s¢ coupant en x = 1, valeur pour Iaqu:lh:,

Guglx = 1) = -10log(4a?) = - 20log(2a).

Pour connaitre le comportement de G autour de x = 1, il faut déterminer le signe de
sa dérivée, ou encore, la fonction logarithme étant monotone croissante, le signe

dG 45
de P
dG diogD _ 10D
O 4 = 104 ="Pa
avec D o= (I —x1)? + 4o2xt;
doit % = 2(1 - x2)(-2x) + Barix;
-d—D = da(xd =1 4+ 2at?)
dx
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Exercice 411

X =
%=ﬂ+=r ou si ol < 1.

2
x = .J1=-2at

Do deux cas a envisager :

et

2 .G
s XS soit — < =
o< ==, soi . <3
d—E gannule pourx = O et pour x = A1 - 208 = x, (xest toujours > 0) et est néga-
tive entre ces deux valeurs, positive pour x > x,.
o , , dG .
D fait du signe = dans Pexpression de T Gyp st done croissante dex = 0 x = x|,
puis décroissante pour x = x, {ce qui est cohérent avec le comportement asymptotique
de Gg).
On peut done donner 1'allure des courbes :
1 Gan
od < =
2
= I\ | ogs
0,1 x| 10 x
~4::|I

Le maximum de Gy (pour x = x;} est facilement calculable :
Guglx=x) = ~10logD

aver D= ({1-(1-2a2))+4c(1-2al);
I = 4ot + 4o’ - 8at ;
D= 4] -w?)

ce qui correspond bien a une valeur Gy positive (sauf pour le cas limite of = % !
D1l = ={2atf=13¢).

J2 LD

LR e 0 e 2=
g T2

la solution x, n'existe plus {ou,si & =

solution x = 0,

. est mulle : elle se confond alors avec autre

=i

Gyp st alors monotone décroissante, d'ol 'allure des courbes représentatives :
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-1 0 | logx
0.1 L, 0 x
—-20log 20
{oe=2) 8
—40
dG g

Fudi | =

= 0 correspond & x, =0, soit o? =

3. Le cas x =0 solution simple de

C
(d'aprés le 2.), et — = 2,
'CE

Dans ce cas, Gy devient : Gy = —10log|(1 —x%)* + 2x?];

Gyg = —10log(1 + x*)

et Ggglx=1) = -10log2 = -3dB.
x =1 correspond done & la fréquence de coupure du hltre passe-bas (¢f. figure précé-

dente), soit :
1

1
W= = — et f=———
RJC,C, { IRR,.JC,C,
La courbe représentative de G, reste alors toujours au-dessous ses asymptotes, mais
elle en est trés proche : écart —3dB a l'abscisse du point de croisement de celle-ci.

La courbe est semblable 4 celle d'un filtre passe-bas d'ordre 1, mais la pente de 'asymp-
tote (pour les fréquences élevées) est deux fois plus forte.

=1

> logx

Exercice 411
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Exercice 412

@D Amplificateur différentiel

Les AD seront supposés idéaux et en fonc- R!
tionnement linéaire avec v, = v_. )

1. On considére le montage de la figure 1.

a. A quelle condition sur les résistances a-
t-on v, = Gyle; —e,) ? Donner la valeur de :
Gy pour Ry = 100 k£) et R, = 10 ki2.

b. On suppose que les valeurs des résistan-
ces sont définies avec une précision dep %. ovr o

?ﬁ

€y €;

On pose e, = %[egeﬂ; gy = €;— € Fig. 1
et: v, = bge,+G.e,.

Calculer, en fonction des résistances R, R], R; et R;, les coefficients Gy et G.. En
Gy)

=

déduire U'expression du taux de réjection de mode commun défini par T = 20log

R, 7R R:
le résultat sera donné en fonction du paramétre n = {—-ul et G, = 1

(R7Ry) Ry
Application numénique : on prendra G, = 10 et p = 1%, puis Gy = 100 et
p = 0,1% et on calculera la valeur minimale de T {ce qui revient 4 se placer dans
le cas le plus défavorable compte tenu de la précision sur la valeur des résistances).

2, Le montage de la figure 2 comprend trois AD,
R est une résistance vanable.

| — ‘T;; R, [T—3
AU [ 1 = e
_ 1 J- AD,
—_____1 +
| R
=
1
f
“ .rﬁt R3
=1 s
RJ’F
AD L
it
I € €7 .
Prrrrrd Werrrrd Prrrrid rrrrrd Fig. 2

Montrer que l'on a ainsi constitué un amplificateur différentiel de tension dont on
exprimera le gain G en fonction des résistances R', R, R, Ry et Ry,

3. Comparer les deux montages.
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81. Ce qu’i] faut savoir

* Lois de I"électrocinétique.
* Propriétés d'un AD ideal.

#2. Ce qu’i] faul comprendre

1. Le systéme fonctionnant en régime linéaire, on peut appliquer le théoréme de
superposition.

2. On retrouvera dans le circuit le bloc étudié au 1.

8%, Solution

1. a. UAO est supposé idéal (i_ = 0,
i, = 0, absence d'offset) et en fonction-
nement linéaire. Le théoréme de superpo-
sition donne alors :

Onadonc:
L v
A = (J) et ﬁl=(i) .
l'-"1 #y =0 ‘-'2 ¢ =0
* Caleul de A :
Faire e, = 0 consiste & réduire le mon- R} i
tage & celui représenté ci-contre: en —
effet, ¢, = 0 implique qu'aucun courant i R,
ne traverse R, et R, (i, =0), soit | = —— - =
v, = 0. Il s'agit alors d'un simple mon- Tt 1
tage inverseur pour lequel on a: o v,
¥, =0 0
v_ = v, {AD idéal en régime linéaire) KT T T
=0=i=1 Fig. 4
£, —0 - ¥ Rf
doit:i = I =i = _’:?-3=_,_I
I R ¢ Ry
A R
R,
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Exercice 412

* Calcul de A, : R,
Cette fois-ci, on annule ¢, et le montage de R —L 1
la figure 5 est un montage amplificateur é_f_z' ——s
non inverseur pour lequel on a: .
v, =g |
v.=v, i i=1,doh: v, v,
Oy, L W- STEITE STTIIT
I = =1 5 — ot
R, R; Fig. 5
SOt : P==[]+--1)1-" :1(2] =I+E-
R, i =0 R,
D'autre part, le montage branché sur 'entrée R, i =0
non inverseuse de 'AD est un diviseur de ten-  —— ’ - (3
sion puisque 1, = 0.
l-'i ]1.II & L W
Diow: — = : = ? Rz |
l."l H'.l + Rz
Au total, il vient : T STTITT

2= (7)) - ()
—_— = =] =] = o |———
£z Vil A& R, ]+Rz

[:1 + Ef]
EI‘

Le, | (2

Pour réaliser un amplificateur différentiel de tension, on doit avoir v, = Ggle, - ¢,)
CE qui impose :

, I
e
o R _R
iy Wl
fr m—
R;
. I R',[I HJ) R, R,
L] |- —_— = + = =1 — E —
R, - RUTRY) TR R
. . 100
Application numérique: G = ™ = G, = 10
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1. b. Il suffit de réécrire la relation (2) avec :

e
g, = El;{fl+ez] £, = Er"'f
—_— i
€4
£y = £;-F ‘?I:f-:_'z'
D'oi ;
1 Ry
o —
el Y %)
R A g+ =
E ] Hl C 2 t Ri [ 2
+ =
¥
s0il encore
1 H; 1 H;
+— +—
| R, R R, R
¥, = €y = +==| +g -
I Pl R el B
R R,
Gd GI:

¥
Dés lors, be rapport des gains de mode commun G, (G, = E—‘ pour e, = &, = g, ) el
0

L

i
différentiel (G, = ; pour ¢, = —¢, = %Jest donné par :
0

[.J*T] (i ﬁq“i
G, R, R /R,

Gy 1ff, K R:)R‘l '
5[[!+R_|]+[1+R_E R-|i|
Do :
| R; R, R; Rj
G, R Rj G, R, R
— e | — = "
Gy 1r, 2R} R K] Gy |[R§+Ri+EH’,R;}
1[ K, R;R,] 2lR, R, R, R,
Poso i G, = R} ob -
mil_l_“l'{_lm U,—R—I.I'I‘G'LLE tenons
G m-l
Ga %[1+TI+ET'IG|:]
Le taux de réjection T devient :
T = 20log| 1 * 2150
2m-1)
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Exercice 12

R, R|

Pour un montage parfaitement réglé, on aurait ﬁ—zn = R_I = Gy, Cest-d-dire ) = 1,
2 |

et T serait infini (G, = 0 et Gy = G,). Cependant, les valeurs des résistances ne sont

connues qu'avec une précision limitée (ici p %) :

Ry R AR, AR, AR, AR]
e P P e P i P
LE"m ® R WX

Soit en prenant {pour simplifier) une valeur commune - égale i p % — pour les incer-
AR,

tituckes relatives —ﬁ-J:

14

an _ 4p et An # 4p (puisquen #1).

n
[dentifions alors |1 — 1| 4 An (imprécision sur la connaissance de la valeur du paramétre 1)) ;

L4+ 1+ 20,
2-dp

T # 20log

Application numérique :

Gy=10 et p=001 = T=494dB
Gg =100 et p=0001 = T = 8dB.
2. On peut décomposer le systéme en deux blocs :
3

L P
! R': E
b CT
! A ;
: R :
oy
i 3B,
i R
: = ea]| | i3t ] !
E AQ; g !
: ot ' I '
! g T !
S mIrrzmm
bloc | bloc 11
. . . Ry
Le bloc 1T est identique au montage étudié au 1, a, 1l présente un gain G, = i et
3

constitue un amplificateur différentiel tel que v, = Gyle; — e/l
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Etudions le bloc L.

P POINT METHODE

Remarquons tout d'abord que les AO étant supposés idéaux, les tensions ¢, et e, ne
dépendront pas des courants i ; et i ; ,I'étude du bloc | peut donc se faire indépendam-
ment de celle du bloc I1.

Dés lors, les AD fonctionnant en régime linéaire, le théoréme de superposition donne :
e = Oy, ¢+ 058,
L; = ey +UuE
* Calcul des coefficients o et oty :
al

£y .
et o, = |— . Faisons ¢, = 0, déslors
21 i
€1 ley=0 =l

MNous avons o, = [ p
|

(v.), = (v,); = 0=v(B,;) = 0 d'ou le schéma:

= =]

R’ el

o

On reconnait 1 un montage du type non inverseur, de gain G, tel que (¢fl 1. a.) :

R’ e B R’
G, = ].-I-E = (—]r:lu- GI = ]+E

EI
Rf
dob:o, = 1+ —-
0 1 R
La détermination de @, se fait aisément en R"
remarquant que vy = €, etquel’AQ, cons- .
titue — pour €; = 0— un montage du type R
inverseur, Soit : T — -
- - +
e} —FO= 0y = -g “ e,
* Calcul des coefficients o,, et @, : TETTT T STTITT
&, e .
Cette fois-ci, 0ty = [—’J et oy, = (—' ] . Il suffit alors de faire ¢, = 0, et
€2 /e =0 €1 /q=0
on est ramené au cas précédent en permutant R’ et R soit :
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Exercice 412

Finalement, on a, dans le cas général :

¢y = —%£,+(I +RF]":

+ Calculons la différence (e —¢):

e;—€, = [I +%+%):’.1—(l+ %+RF]E,
, , H.rll HJ
EJ_El =(1+'E+_R-){EI_E|J.

= Considérons pour terminer "association des blocs T et 1] -

Ry e o - Ry RT+R
¥s = R—;{E;—fd = R__:[I +T){f::‘ﬁ|}-
O a ainsi réalisé un amplificateur différentiel de tension de gain global G :

R} R"+ R
G_E[]l“ R )

3. « Réglage du gain :

Le montage du 1. impose la modification des valeurs de deux résistances {puisque l'on
R 3

doit avoir au mieux R_I = R—j §y ce qui est donc un inconvénient, les valeurs de résis-

, ] 2 .
tances n'étant pas connues avec exactitude. Par contre, pour le montage du 2, la valeur

du gain peut étre contrdlée par la seule résistance K. (On a préalablement réalisé,

. L R
autant que possible, la condition [—) = (—) ).

* Impédances d'entrée ;

e
Le montage du 1. présente des impédances d'entrée finies B, = {:-'J = R, et
i i f: =

[
R, = |:J—I) = R, + WK (i, et i, courants traversant B, et R, ), ce qui peut étre un
b Jdp m [

inconvénient. Pour le montage du 2., ces mémes impédances sont infinies, du moins
pour des AQ idéaux (i (ADQ) = 0 et 1, (AO,) = 0.

* Charge:
Pour les deux montages, on peut placer en sortic une charge dont 'un des péles sera

relié & la masse. La présence de la charge ne perturbe pas le fonctionnement de ces
montages pour des AQ idéaux (sauf si limitation en courant de sortie...}

* Les deux montages présenteront un taux de réjection non idéal (le bloc 11 du 2. étant
identique au 1.].
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@Simulatinn d’une inductance

1. On considére le circuit ci-dessous, en régime sinusoidal permanent (VAD est idéal
avec v, = v_ en régime linéaire).

A R
‘ — } }
Ry _ fm
vt X
" v,(t)
Frarrr

a. Etablir la relation liant les amplitudes complexes V, et V, : & quoi carrespond-elle ?
b. Calculer l'admittance d'entrée du montage : montrer que c'est celle de deux élé-
ments passifs en paralléle dont on précisera la nature.

2. On monte en paralléle entre les bornes A et M le circuit suivant (AD idéal supposé
en fonctionnement lindaire) :

velt) )

Ry v, ()
R,

—
M Frrrrrg

Que devient I'admittance d'entrée de Uensemble du montage ?
A quelle condition sur les résistances obtient-on I'équivalent d'une inductance pure ?
Application numérigue : R, = R, = 10k£2 et C = 0,1 pF.

¥1. Ce qu’i]l faul saveir

* AD idéal en fonctionnement linéaire.

= Notion d'impédance d'entrée.

+ Association d'impédances en paralléle.
41. Ce qu’il faul comprendre

1. DAD étant idéal, il ne circule aucun courant dans la borne d'entrée inverseuse.
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Exercice 413

p—

V.
©
ftant I'amplitude complexe du courant entrant par la borne A, Il suffit d'exprimer la
somme des courants circulant dans les résistances B et R, pour calculer 1.

Ladmittance d'entrée Y est 'inverse de 'impédance d'entrée Z_: Y, = I

(Pl o

2. Dans ce second montage, le courant d’entrée est le courant circulant dans la résis-
tance K,, et la tension V est reliée & V_ par le pont diviseur de tension (R, —R;)

(V* = V- car 'AO est idéal). L'admittance dentrée de ce montage s'ajoute a celle du
montage précédent (éléments connectés en paralléle).

I3, Solutien

1. a.

# | POINT COURS

Un amplificateur opérationnel est dit idéal lorsque ses courants d’entrée sont nuls
(i~ =i* =0}, son impédance interne de sortie également nulle, et lorsqu'il ne pré-
sente aucun décalage constant en courant et en tension.

Par contre, son gain en boucle ouverte §-=0
peut ne pas étre infini, ce qui implique,

en régime linéaire, une tension d'entrée l £ -

£ non rigoureusement nulle (bien qu'en . ( i Ivl = pg
général négligeable, au moins dans le it—0 —_

cadre des exercices proposés... et pour
des fréquences pas trop élevées). Wt

On adoptera ici pour un AD en fonctionnement idéal ;
—régime linéaire:e=0et |V | <V 3
—régime a saturation: V, = +V_ ete>=0

ouV, = -V __ ete=<0.

Exprimons le bilan des courants au noeud B correspondant a F'entrée inverseuse de 'AQ -

R fi=0 ¢

==

L'AD étant idéal, 1 = 0 dans |'entrée inverseuse, ¢t un méme courant traverse la résis-
tance Ry et la capacité C, d'obr ;
V, - V-
= = V==,
T JCwy(V--V,)
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De plu.'i."-'_’_‘ =Vt =10 (fonctionnement linéaire: € = 0 ).

Soitla relation demandée : -V, + jCaV, = 0

i

1
et: ‘l_r,——m'iz ()

On retrouve la relation caractéristique d’un circuit intégrateur (la résistance R, ne joue
icl aucun rale... ).

1. b. L'admittance d’entrée est définie par : [ R,
L [, ——F——
LA T L Y,
_t —r—i:l— ------- -
Le courant d'entrée [, du montage V. 2 e
s'exprime selon: — |y
V,-V, V.-V
I__¢=I-+I_[,=~.-!£=—RI—+—RE— TEIT
.Il'lrr_v: .Il"rt
Dob: I, = v[i+i]_2
= Ty R R

et en remplagant V. par son expression en fonction de V. (relation (1)) :

l 1 |
L = "E(}T, * R_D) R Co e

Dot I'admittance dentrée Y, du montage ;

I
S SN 0 NP N P S
=7 (&) R

Cette admittance est de la forme :

H:

|2

a condition de poser :

Le montage proposé est donc équivalent — dans le domaine de fonctionnement
linéaire ~ & une résistance et une inductance pure montées en paralléle.
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2. A0 Stamt idéal, les courants d'entrée R, I
sont notamment nuls, 4o — —I_
V-V, Ak
< I =1, = /=—= - = [}
=" 2 R, 1 N
« et le méme courant 1 traverse les résistan-
: = A —____ }——
ces Ry et By qui constituent ainsi un pont  V, m
diviseur de tension, d'oir : - H R ! 1:
1
N Y
= &+ [ e
—  Ry+R,— M
SFTITT STTITE

OrV*=V-=V, (V'=V-:AD idal

—m -

en fonctionnement linéaire).

. R,+R, R,
Soit E= R, ‘E=(|+E)v¢

et en reportant dans lexpression de 1 :

’ 1., 1 R, P R,
e = EE'E’.{”E)E‘:’ e = "R,

d'ob 'admittance d'entrée :
R,

¥ 'm = .
e TRR,

Cette admittance s'ajoute i 'admittance Y, du montage précédent (branchement en
paralléle), d'on la nouvelle expression de 'admittance de I'ensemble du montage :

11 R, 1
Yo+ ¥ s e — .
- = RI'.‘I+RL E1R4+]Laqm

Cette admittance est celle d'une inductance pure si le terme réel est nul ;

11 By
Ry

A cette condition, le circuit simule une inductance pure L, de valeur :

Loy = RyR,C

Remarquons que 'on peut obtenir ainsi des inductances de trés fortes valeurs :

Ry =R, =10kQ, C=0luF=L, = 10H]
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@ Condition de fonctionnement d'un filtre

W1

On considére le circuit ci-dessous.

, & g —

1

JW I—!: el ; ¥
—_}—
velt) - V(6
Ry
i - STTTTT

1. Un générateur parfait impose une tension sinusoidale v.(£). Caractériser la nature
du montage. On supposera que 'AD idéal fonctionne en régime linéaire (& = 0).

r

R
Appﬁmﬁunnumén'que:ﬂ—z,= 10; Ry=1k82; Ry=9ki2; L;=50mHet C;=10 nF.
1

2, Uétude précédente suppose le régime sinusoidal établi. Afin de valider cette hypo-
thése, on doit s'intéresser au régime transitoire.

a. Etablir I'equation différentielle reliant v (t) & v,(t).

b. En déduire la condition portant sur R, R,, R{ et R; permettant de justifier 'étude
faite en 1. Commenter.

Ce qu'i] faut saveir

&1

* Lois de I'é#ectrocinétique.

« AQ idéal en fonctionnement linéaire.

Ce qu’i] faut comprendre

1. et 2. On suppose que le régime de I'AO est linéaire,

La question 2. propose d’étudier la condition de stabilité, condition pour laquelle I'AQ
fonctionne en régime linéaire.

Selutien

1. On suppose que le montage fonctionne en régime lindaire et que 'AD est idéal
(g = 0).
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———
L 9 g
] |-
+
e N
v, Ri "
Ry
S FFFTFF

Do, en remarquant que le méme courant 1 traverse R et R, :

V, = [i[L,m—ﬁn}+ R,+R2]£+‘u_'_, (i.=0)

R
or S Lty ¢ LoheRd
: Ry R Ry
LYo : H'l[ = - = - "l,‘.r =?l =

R,(R; +R] )

Vo= v fi{Lo- ) e ro k] i)
Soit - \.I_--E’_{l‘l'[flzf.qm Clﬂ] +R.|+R1 R.!':Ril +R;}

”

1‘{— HI(JIH %] - j[LﬁI}—ﬁl]-i- R, +ﬁ.3} - —Rz{l + E—EJ‘E

Et apres simplihcations :

Ry
—Rz[l +ﬁ]

l=1L=
]
-
—

Soit encore

l=1l=
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1 ﬂ'.,'

—
! R; L,y
- Posonsalos Hy = ———— et Q = ———
e ’ (R. ll.) R _p R
T RT 1~ R

R; R;

avec oy, =

H,

nous oblenons :

==
]

==
n

_|+jq(ﬂ_ﬂ]

@, @

Il s’agit d'un filtre passe bande centré sur w,, de facteur de qualité Q, et de gain H,
pour la pulsation centrale .

Application numérigue :

1
Wy = — gy, = 4,5 104 rad -5 ' =, = 7,1 kHz;
S50 10 10 P ?
:I
Q = 50 - 10~ :-:-H?I ~Q = 224;
N1 g —
1::(1 9 m)
1
| + —
Hn:l l:jz"H[.=gg-
9710
2.8. Ona: vi(f) = d- —q—-I-RI+RI-I-1.-' (2) (j=gﬂj
c, 7 dt
Ry [t
V.=V, = o5V | )
ot R-I'I'Rl mv(RI+RE-I]=H;1
v_—v, = Ry
, I{R -I-R} R"
dan.p,--mT R,_[ Rl]' (3)

et en dérivant (2] par rapport au temps et en remplacant 1 Uaide de (3) :

dlv L E.’ dwl Ft.I dv,

dz.l-"‘+R.l ]d"’ 2 _ RI 1+R:]d1l"l I:d].
de (HI de T T L,( R}/ de

2. b Il est donc nécessaire que la solution a I'équation différentielle sans second mem-

R, RS
bre ne diverge pas, ce qui impose EI - ltl = (0 | {I"équation correspondante s'identi-
: %y

fiant alors & celle d'un oscillateur harmonique amaorti...)
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Comtmenfarires

r

Pour :—l o :—:', v, (1) tend & diverger et TAQ va atteindre la saturation. On peut alors montrer
que cet état n'est pas stable et que finalement v, (1) va osciller entre +V, et -V, Ces oscillations
ne seront pas sinusoidales, sauf poar :—'T suffisamment proche de i—% {par valeur supérieures)
ol elles apparaissent comme quasi-sinusoidales de pulsation peu différente de w, = JLJ'_C
11
-

@ Filtre « entierement » réglable

Les AD sont supposés idéaux et fonctionnent en régime lindaire,

A0, " [
A I 0 N .
] L
H R, © (1-a)R
R, \ 0, 48
g 1 $ R
i L e

1. On ze place en régime sinusoidal établi de pulsation w. Déterminer la fonction de
transfert complexe :

EU[I]:I =

||| e

En déduire la nature du montage et en dégager les caractéristiques essentielles.

2. Tracer les diagrammes de Bode donnant Gg = 2DLng|E| et ¢ = arg(H) enfonc-

tion de lu-g[%) avec ;
|| 1-
o = aﬂlcl;:':?.

P Se]utien

1. Les AQ sont idéaux et fonctionnent en régime linéaire. On a donc :
{FI }:-\.I-:l = :’F_}m ﬁﬂit h'l‘ = PB;

v )g = {1"'-}@. doli vy = vy
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a0t
R
1sLlA D ——
3 |
[] RI C_z {I —{'-'-:]R
- B
H.‘i Aﬂ; :l_
B s
e 1 § ol
Wi — Frrrird
FTFETE FTTRTT

Finalement v, = v, = vy, et on peut prendre 5, 5, et v, comme inconnues principa-

les, e étant imposé.

Les trois équations nécessaires i la résolution du probléme s'obtiendront en écrivant la
loi des neeuds (ou encore le « théoréme de Millemann ») aux points A, D et B,

» Neeud A :

1 - 1
—(E=V, ) +jCa0-V, )+ —(5-V,)=l)=0
A= i e S Sl T R S S R,

A
Yt eud o _[:|+._+
Lo : i =0

SER

R, —

l | I
o= o ! ‘
(R3+Rt+j{: m]_ H R 5I (1) g
« Neeud D ; | ¢,
jE;[ﬂ{E,—‘fU}-I-R—{E—Vu] =1L)+l), =10 H
L : L,
. . 1 .
sont [;¢=m+EJvD = ,CimS +R—§ (2) s,!
s Noeud B :
1 (0=Vg)
m——s 5 3]"" =1,);, =0 (1-o)R

(1—a)R =

R
soit (1-0)Vy = afs - Vy)
et V= ug‘_:-, V= us (3] /;I”’
pui:.qu-:E = 131
(2) entraine avec V, = V:
- j_RICEEt}E‘J = E{I +R,Cm) -5

et avec (3) ;
JR,Cw5, = 5[-1+a+ajR,Co] (4)
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Exercice £15

Enftinavec (1), (3) et (4):

1 1 l 1 | .
(EHC o+ Hl]ug = R_3E+1‘_’_~| 'iRzC;m[_ l+o+0jR,Cm]S,

Regroupons les termes :

5[(' 1 .c:-:sﬂ _l-a “]-E

R, R, iR R Cy0 R R,
) ( ) E
: [_“'” R R;,r::,._.m ] "R
. 3 1
St enhn E =
B - 1 -
i+ )| Ry o — R{ T, @)
R, " 9

D'od une fonction de transfert

Iz
L
= R

. 1 -
l+) R}E|W—W

i
R, °

On peut remarquer que le crochet s'annule pour une valeur particuhiére oy, de la pul-
sation @, Elle est donnée par la relation :

2 - {1 =)
i, = = | i, = [——————
. R, o qluRiEzR,C,
D!'RJCIR.'-ELI'“._

b}

et en posant @y, = —— €l @,

| | l - p——
R,C, T chz-mn- Ta VO

D'autre part, la valeur de la fonction de transfert pour @ = @, est définie par

H=H; = é- On peut alors écrire :
Hy
1 +le,C,mu,[£ln —%]

Introduisons le facteur Q = R,C, 0, = 2 ||1 — JE

H =

EEE Partie 2- Physigue MPSI



Exercice 415 «

La fonction de transfert prend la forme :

H
H = 2 p
= . i1} 3
i n_d
vie[g -]

On reconnait la un filtre passe bande :
— centré sur la pulsation o, ;

- de gain réel Hy pour @ = tiy;

— et de facteur de qualité Q).

Commentaires

* Eni trés haute fréquence, et i la limite, le condensateur C, constitue un court-circuit et le
potentiel du point A devient nul. 1l en est done de méme pour le neeud B, et il n'y a pas de
courant traversant la résistance i,

Dol j=0ets=vy=10
On abien H=— 0 quand o — =,

« En trés basse fréquence, et & la limite, les condensateurs se transforment en circuils
ouverts ; on a donc au niveau du noeud [

+
Iﬂ R.;
-~ —

D j Lo
- - —
L b (1-qR Y

&

R
i

J':ﬂ {j—_m=j_m=|:|}

d'odl vp == (v), =(v) = v,
1l n'y a pas de courant traversant la résistance (1 — )R, Nvient i = 0 (loi des noeeuds en
Blets = vy = 0

H = 0 gquand @ - 0. _I

Chapitre 4- Electrocinétique 2 @5
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La bande passante a -3dB est définie selon
(Al )gp = Oy — Oy, avec Oy et @y solutions de I'équation :

|H|(w) = i'—&? (Eﬂlﬂgﬁ = -:mnj.

.
R R i

(&) -4 - o= - e

CR RS YR TRIP. I | N B & Y
[MDJ+Q(%) =0t [-5* 3+
. Oy =Wy 1 e P

Vo m—“ =3 et | (AW = a - RC,

Le hiltre passe bande peut étre caractérisé par les grandeurs @, , Hy et (Aw)g, . De ces
trois grandeurs, seule {Adw),, dépend de Ry, ce qui permet de régler la largeur de la
bande passante indépendamment des valeurs de la pulsation centrale w,; et du gain
maximal H,.

H,, peut ensuite étre hixé en jouant sur la valeur du paramétre o (et en restant dans le
domaine linéaire... ). m, est alors ajustable 4 la valeur désirée en jouant sur R, R, ou C,.

2. m Diagrammes de Bode :

H,
o1 ennotant X = E, d'odi ;
[1ee(x-g) T "

2
Ggp = 20logH, - |ﬂ|ﬂg[1 + {13(3{ - %) ]. ce qui donne les comportements asymp-

Gyp = 20log

totiques suivants :

2 H
DX <1 Gdﬂa——ll}ln-g[ﬁ%] - +zmug(ﬁ“]+ 20log X
1]

ce qui correspond i une pente de + 20 dB par décade.

X2 H,
cX 11 Gy —lﬂlng[—Hr] , +lﬂ]ng(ﬁ]—1ﬂlugx
(i

{pente de -20dB / décade).
X = 1: Gy = 20logH,.

Doi les courbes donnant G en fonction de logX, et en remarquant que les deux
asymptotes se coupent au point (0 ; 20logH,)} pour Q = 1, en dessous pour = 1,
et au-dessus pour 0 < 1:

2% Partie 2- Physique MPSI



Gy —20logH,
-1 0 1
logX
Q=025
Q=105
Q=1
Q=12
Q=5
m Diagramme de phase :
: ; G o “"n)
o B -] (L] ot L — 1 — i — .
Ona H = Ge?=e Hn[ "'Jﬂ[mﬂ 5 :|
P s | . i
(G tant‘p=—Q[J‘I——] avec cosp =0 | o X = —-
X wy
Dés lors
*Kﬁil:tanq:l—-g et q:l—}+E,-

X 2
+X=1: tanp = 0 et ¢ =0;
+ X =210 tang —~=0X et l.|.‘.l—l—r-2t~
Remarquons de plus que la courbe donnant @ en fonction de log X est symétrique par
rapport au point O{0;0), X, = logl = 0 et ¢ = 0, en effer:
o 1 P=-9
X JlogX = -logX.
[V ol les courbes dessinées pour différentes valeurs de O :
Q=35

e logX

Chapitre 4- Electrocinétique 2 @7
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Exercice 516

@ Dérivateur

1. Donner la fonction de transfert du circuit ci-dessous, pour un AD idéal dans le cas
ol € = 0 en régime lingaire,

Donner l'équation différentielle liant v (t) et v.(t), pour un régime linéaire quel-
congue. Quel est le réle de ce circuit ?

2. On veut tenir compte maintenant d'une résistance r en série, située d l'entrée du
montage. LAD est toujours supposé 1déal, mais de gain fini : on Uassimile & un sys-
téme lindaire du premier ordre obéissant 3 'équation différentielle :

1 dv,

avec |, = 10% et w, = 10 rad- s-1.

R
—{
p C
] -
I ey .
)| 0
FTFTTT R

a. Etablir que I'8quation différentielle vérifiée par v,(t) peut s'écrire sous la forme :

1 d?w, Eilhﬂb’ dv, I
ﬂ-_gdt? ﬂudt Rcdt {av&clq-[ﬂwl}.

Montrer que pour r<=R, les expressions approchées des coefficients £2, et A sont

données par :
m;.l-l IEJWI:I_H
'J “RC et A= RC

On prendra : C= 0,1 uF et R=10°0

b. A quelle(s) condition(s) peut-on retrouver, pour le montage étudié, un comporte-
ment voisin de celui du dérivateur parfait 7
Quelle valeur a-t-on intérét & donner & r ?

?% Partie 2- Physique MPSI



Selutien

1. Lafonction de transfert H = = caractérise le comportement du circuit en régime

g 1.~

sinusoidal permanent, Vet V_ éant les amplitudes complexes des tensions sinusoi-

dales de sortie et d'entrée.

ici, 'AO étant idéal (pas de courants d'entrée), le méme courant traverse le condensa-
teur C et la résistance R, soit avec € = 0 (fonctionnement linéaire) :

V-0 0=V, R
= = —=. .
1 R c [
S Lrmg
Soit : E.’ = —jllc{ﬂi v, c=0 y
et |H=-jRCa | (1)

— TEAET
Equation différentielle liant v_(1) et v (f):
. d 0=v(1) i 1) R i)
i(1) = C(ve=0) = — r'—{

dv,(1) velt) 0 v (1)

d'ou : r,m=_ﬂc—i_—— (2) T

Commentaires

* L'équation (2) est celle d'un dérivateur partair.
+ Omn avrait pu directement passer de (1) & (2} en substituant au facteur o Nopérateur de

. d o

dérivation T et en remplagant les tensions V' par v(1). _I
2. 8. On a toujours i = 0, et le méme C R
courant i(¢) traverse les composants r, C r
e R
On a donc : v (1) qir) | —e(r) v.(1)
vl =v(t) = (r+R)i+ % avec ATTITE AT
i= &4

dr

o dvg dy, di i

dﬂu.E—E+Er+R}m+E [3]
-—E—-V,

DYautre part, | = m (4)

On reporte (4) dans (3}, en éliminant 1:

dv, dv, (r+R) de dvy )
dt - dr R ( o) ReE

~dr dt) RC

Chapitre 4- Electracinétique 2 é‘:’!
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Exercice a16

Soit encore :
Li'l-"t I:l1-"5 de
_RCE = E+Fl+rCE+{I+R]CE (5)
De plus, I'AQ fonctionne en régime linéaire selon :
| dv,

L aﬂm = WgE.

{5) devient alors :
dv, dv, 1 dvyy (r+R)C/dy, ) div,
_RCE = P,+rCE+H—n(",+Eﬂm]+ iy [E+aﬂdr1 J

Regroupons les termes :

I d d
(r+ H}CE+(IC+ ! +“+R]C]—F‘+(l +l]"= = —RCT
oty de Hotdg My /df *

ﬁquatinn de la forme (avec | + j._l.l- =1; W, = 10%):
0

1 div, 23.dw, B dv,
ﬂ—éﬂm?'ll ﬁ—ﬂl—ﬁ*ﬁ'ﬁ-—ﬂﬂﬁ ['ﬁ}l
I'I'Il'mil ml:ll'l'l'l
(! = -

o Ly = T T (pou R =2 r ),

2k _ rC4 — +{r+R}C=rC+L+E.

£, Moty My Moty My

Avec les valeurs numériques indiquées dans le texte, il vient :

10% - 10 -
n'ﬂz=m':—;= 100 = ﬂnhlﬂ!'l’ilﬂ'it.
:.Tt = riZ+ 1077 % 107% = rC pour r multiple de 100 £3,

Avec ces approximations, on a dane

||“’|}|~1ﬂ rC gl
ﬂl.'.l = RC ft A= T e

Léquation différentielle homogéne associée a l'équation (6) s'écrit
div

5 d"':-
-:i—t-z- +E}uﬂﬂﬁr+ﬂ|§?‘ = 0,

Clest celle d'un circuit R-L"-C" série de pulsation propre {1, et de facteur de qualité

1
Q=5

2.b.La solution v,(r) est approximativement celle du dérivateur parfait

d
( v (1) = - HI'_'.TU;J dans la mesure ol effet du (pseudo) circuit R'-L°-C est négligea-

ble. Il faut ainsi réaliser deux conditions :

2@ Partie 2- Physique MPSI



~les solutions de I'équation homogéne doivent &re rapidement négligeables, donc
suffisamment amorties ;

= les termes faisant intervenir les dérivées de v () doivent rester petits.
Plus précisément, les solutions de I'équation (6) peuvent s'écrire :
vl = v+ wvln.

(trangtoire)  (solution particuliére
correspondant & w01}

w La premiére condition doit donc se traduire par v, (1) = 0 le plus rapidement pos-
sible, ce qui correspond & A= 1 {4 = | est associé 4 'amortissement critique).

Commentatres

Dans le cas d une équation différenticlle « classique » :

%ﬂmn%’ﬂzgu = E (7
les solutions de 1'équation homogéne (équation (7} od E = 0) se déduisent des racines de
I"équation caractéristique :

XTI+ 2000, X + 02 = 0

dont le discriminant (réduir) est :

A" = (ML =10y = QAT -1)
d'on dewx cas
A= 1 :racines réelles X = -6, (At JA7- 1)

i L]

Soit w(t) = ae 4 be ©

1
e —- k.
' ik + Ja2-1) :
Ouand A variede | &'« infini », T, décrit I'intervalle

avec 1,1, = L5%: 1

1 :
= Eﬂ{hﬁ}_

1
o,

Il vaut mieux choisir & proche de | (ici par valeurs supérieures) pour avoir une déerois-

e 1
—+ 0 et 1, lintervalle — — =,
o,

sance rapide [:alurs T ~Ty~Ty = l] :
0,
= A=< 1 :racines complexes conjuguées de la forme - AQ, + jw”, doi des solutions & (7) :

i) = e B A cosm't + Bsinw'r)
[

soit v() = e T(Acost)t + Bsin®’t) ol T = 1%{. signal qui s"atténue d"autant plus rapi-

dement, & £ fixé, que L est proche de 1.

En conclusion, cette étude montre bien que 'amortissement le plus rapide du régime

« transitoire » est obtenu pour | A = 1 (T ~ ij]
0

m La seconde condition impose €2, suffisamment grand pour que I'équation (6) se
réduise a :

dw,

de

v(t) = -RC

Chapitre 4~ Electrocinétique 2 @1
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5i v (1} présente une constante de temps T, caractéristique de ses variations, il en sera
de méme pour veolt), et:

E -1 |1r'4
di Tc
. 1 |div 1 1
soat — | ==y = —— = ], [ —
ollan] <M= g o
el 2MA ey = 2 <y, g L
nl'.'l de ﬂI]TL' lE-:

(sik=1)

Avec les valeurs proposées, on a {2, = 10° rad - 57, ce qui correspond a une fré-
quence f, telle que :

02
fo = ﬁ = f,= 16 kHz

Ainsi, le dérivateur pourra valablement fonctionner pour des signaux de fréquence
nettement inférieure & f; = 16 kHz...

. - . 2 |'RC
D'autre part, le choix A = 1 impose: r= = [——,
F po Cof Wity

2 1041077

1074 10 108 TT00e

Sailt encore r =

Commentaires

I = Ceme valeur de r wérifie a peu pres la condition r <= R, On a en effet ;

r_im_,

. -3
B 0.

O peut aussi penser que Je circuit réel fonctionnera & peu prés comme un dérivatear par-
fait tant que I'effet de r sera négligeable devant I'impédance du condensateur :

[ L
" Ca
e gui imiprose une lmite supérieure aw pulsations o compatibles avec un bon fonctionnement :
WE = = —t =510 rad - 5!

rC 200 1077
e qui correspond a peu prés & w << £2...

Notons que la présence de cette résistance r est en pratique indispensable pour la stabilité du
montage tavec r = 0, le gain { montage inverseur) ltndraitiml'inﬁnibrsqmﬁ =+0...,
elfet heureusement compensé par la limitation du gain de FAO aux réquences élevées ! J
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Mécanique 2

A . Oscillateurs

B . Forces centrales et systemes de deux points matériels
C . Changements de réféerentiels

>y D
D . Mouvements dans des champs E et B




A. Oscillateurs

(12} Association de deux ressorts

il.

Un ressort «idéal » supposé de masse
négligeable, est caractérisé uniquement
par sa longueur au repos [; et sa raideur k.

1. On accroche deux tels ressorts bout &
bout : montrer que U'ensemble est équiva-
lent & un ressort unique, dont on précisera
les caractéristiques.

2. Méme question si les deux ressorts sont
montés chte & cote, un dispositif conve-
nable, de masse négligeable, imposant &
la barre de liaison un mouvement de trans-
lation paralléle aux axes des ressorts (la
barre reste constamment perpendiculaire
3 cet axe).

o

cas (1)

3. Commenter les résultats obtenus au 1. et 2.

Ce qu'i] faul savoir

cas (2)

0.

* Oscillateur harmonique non amorti : énergie potentielle élastique.

Ce qu'i] faut comprendre

1.

1. et 2. D'une maniére générale, il faut étudier le comportement du dispositif sournis &
une force d'intensité F donnée, et déterminer l'allongement Al. 5i le résultat peut se met-
tre sous la forme F = kA, I'ensemble est bien équivalent & un ressort unique de raideur k.

Dans le premier cas, I'équilibre du systéme impose I'égalité des tensions des deux res-
sorts, tandis que le second dispositif impose I'égalité des longueurs (et non des allon-

gements... ).

Se]utien

——r

-+
1. Soumettons le systéme i une force d'intensité F(F = F;::
et F = 0) et étudions le systéme dans sa position d'équilibre.

*
Le point A, sans masse, est soumis 4 la force F et & la tension

=3 -
du ressort T, = =k,([, = I, )u,.

2‘.‘39 Partie 2 - Physique MPSI
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L'équilibre impose : s o s

F+T,=0=F-ki{l,-{z)=0 (1)

=

De méme, le point B est soumis, de la part du ressort (2), i la force =T, et de la part du

—
ressort (1), 4 laforce T, = —k,(il—in,}u_}z. On a done :

—k(h-lg)+ bl —1) = 0. (2)

Il en résulte un allongement total du dispositif Al tel que :

Soit d'aprés (2) : Al = (I,- IM}[I + E]

ky
ki +k
et avec (1} : Al = 12—
I‘:Iki
, . ki k,
Lensemble est donc bien équivalent 4 un ressort unique de raideur K = 7 Lk
i i

{F = KAl), et bien entendu de longueur a vide {; = I, + .

Les deux systémes contiennent également la méme énergie. On a ainsi pour le systéme
des deux ressorts

1 1
Ep = Eklul — Iy ) + ih“::_fnz}a

. 1 |
soit  E, = E—kl[k,{!, — 1)) + I—kz[k;-[iz-!w}]-‘

v F: /1 1
d'od avec (1) et(2) = Err =3 F+F (3)
P2

Et pour le systéme équivalent :

E = lkaant = Lixeanye = £
L 2K 2K
1 ky + k,

Les expressions (3) et (4) sont identigues puisque — =
K Kk,

2. Le systeme de guidage impﬂsi la méme longueur B,

[ aux deux ressorts. On a done Ty = —ky(1—lp,),

—%
et T, = —k,(I-l, )0 |
Dans le cas général, ces tensions ne sont pas égales.
Leur moment en B n'est done pas nul, et le systéme de T,
guidage doit compenser ce moment. On peut alors
supposer que cela s'effectue par l'intermédiaire d'un ! B
couple qui n'affecte pas le bilan des forces s'exercant
sur la barre. L'équilibre de cette derniére s'écrit ainsi ;

Il
kE

[

kol + ki
Pour F = 0, on obtient : |!=ID=_”*‘-+ 1701
ky+k,
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Exercice so

Etpour F£0, ilvient: F = (k + k)[[-1,] = (k, + k;)Al ot Al représente |'allon-
gement du systéme.

L'ensemble est équivalent & un ressort unique de longueur au repos [ et de rawdeur
D'un point de vue énergétique, il faut prendre une origine associée i la conhguration
d'équilibre pour F = 0. Ainsi pour une force F # 0 et donc une longueur d'équilibre [,
il apparait une énergie astique supplémentaire :

E. = E(I)=E ()

1 1 1 1

soit  E,.

quantité qu'il nous faut comparer 3 E = %E- (=150

Calculons done E[:' -E; :

Lar o I 1 ].
':-P - |:-|‘.| i{ k] + kz}{!_ In]"! = ikﬂ!_ I[“ }l = Ek:{[_ "m}l

+ %klﬂu‘ Iy} + %*:“ﬂ‘jmlz

m
3

[z
Ty

il

v -E, {%k.[{f—fﬂz*‘Uu'!m]'z]'%kl“"ini}l}

+{%k:[[!—"n}1 + =l )*] - %h“—lnﬂl}
or (=l +U -1y = (U=l + 15—y, )* - 20 =)y = ly)
= H—Iﬂl}z—z[!—fﬂ}“ﬂ—f{”},
Soitl aprés des simplifications évidentes :
Ep ~E, = = k{(I=l)ls=15,) = k(= L)1y = Iy)
Ef—E, = =011y} [ky(ly - Iy} + kylly = 1)) =0 d’aprés (5} (1 = I, pour F = 0}.

L]

Iy a bien identité entre I'énergie E associée au ressort équivalent de raideur K de lon-
gueur & vide [ et le supplément d'énergie élastique pour le systéme réel (entre les états
F=oe Fz0).

3. * Considérons d'abord les raideurs. Dans le premier cas, les deux ressorts sont en série

et nn-.llK = ¢l+kl [rans le second cas, ils sont montés en paralléleet K = k; + k;.
(L

« L'association en série met en évidence le lien entre raideur K et longueur 4 vide | d'un
ressort. Ainsi si 'on divise un tel ressort en N parties égales, chaque partie aura :
o

"
- une longueur i vide N (Iﬂ =N K] :

. . 1 1
- une raideur ]"-K[E =N m:]
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Un type de ressort donné suit la loi ;

longueur & vide x raideur = constante

la constante étant caractéristique du matériau (propriétés de déformation élastique) et
de la géométne (diamétre des « spires » et rayon du « fil » constituant le ressort 4 bou-
din...J.

Lexpérience montre bien que, soumis & une force donnée, un ressort d'un modéle
donné s'allonge d’autant moins qu'il est au départ plus court, ..

Remarquons que - dans le deuxiéme cas - si les ressorts ne sont pas identiques, I"équi-
libre au repos impose T, = =T, (F=10).

La barre est soumise i un couple, qui est compensé par le dispositif de guidage ; ce cou-
ple existe de maniére générale. [l n'est nul que dans le cas particulier oi

F
T, =T, = 3
it . F
sont : I;I{I—J'm} = k}.”‘fu.z] = E
- F F
I “dk= H E= _— = 5 —
¢ est-a-dire E':"+1.i:1 Iﬂ'+lﬁ:z
ce qui impose : F(i_.L]—; .
animpose: 2k, 2k o mW
by =1
soit, sl by # k, : F = lklkz'u'
ky — Ky

Dans le cas oia k;, = k|, cette absence de couple n'est possible que si [, = [;,, mais
est alors réalisée quel que soit F (cas de deux ressorts identiques).

@ Décollement d'une masse

1. Un point matérel A, de masse m, est posé sur
un plateau horizontal F, de masse M, soutenu par
des ressorts équivalents & un ressort umigue de
raideur k : ce plateau ne peut se déplacer que ver-
ticalement. On appuie sur le plateau, qui se
déplace d'une longueur [, comptée 3 partir de sa
position d'équilibre initiale, et on le lache sans
vitesse initiale.

Déterminer la condition que doit vérifier le déplacement { pour que A ne guitte jamais
le plateauw.

x=

|

LA00000000
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Exercice saz

2. Un chariot de masse M peut glisser sans frot- A
tement sur l'axe 0z, Il supporte un point maté- k :?"'

riel A de masse m. Ily a frottement entre m et M. PMWW%

On admet la condition de non glissement de & 0 z
sur M :

| Fs| < fmg (f coefficient de frottement)

—
ol F; = F, ? représente la force de contact tangentielle exercée par M sur A. Quelle
est [amplitude maximale o . des oscillations du chariot compatible avec ['équilibre
sur celui-ci de la masse m ?

11. Ce gu'i] faut savelr
* Loi fondamentale de la dynamique - théoréme de la quantité de mouvement.
+ Oscillateurs harmoniques.

12. Ce qu'i] faut comprendre
1, Tout mouvermnent - autre que rectiligne uniforme - nécessite une accélération (cest
la réciproque du principe d'inertie...} i laquelle correspond nécessairement la résul-
tante de forces subies par le mobile. Dans le cas présent, la masse m est soumise & son
poids (vertical vers le bas) et 4 la réaction du plateau {vers le haut) : I'accélération que
peut subir le point A - en orientant selon la verticale descendante — est donc limitée
par la valeur de g.
[l faut donc calculer "accélération liée au mouvement d'oscillation du systéme, et cher-
cher i quelle condition elle restera effectivement inférieure i g.

I%. Sclutien

- -
1. Le point matériel A est soumis i son poids P = mj} et i la réaction R du plateau.
3

Posons R = —R;:. ﬁ}

Le contact subsistera si R demeure positif.

Le point matériel quittera le plateau dés que R = 0. | +
£

On est donc amené i calculer R Pour cela, appliquons | | A "
la loi fondamentale de la dynamique & A en supposant P i,
qu'il reste solidaire du plateau :

mz = mg-R=R = m(g-1). 5
mg ¥ L

I positif implique donc une accélération z inférieure
i g. Le calcul de cette accélération s'effectue  partir de la loi fondamentale de la dyna-
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mique appliquée au systéme matériel {masse A + plateau} assimilé & un point mate-
*
riel, c'est-a-dire en notant F = F ;: la force exercée ici par le ressort :
(m+M)z = (m+M)g+F.
- (=F).

' o F _oom
Dod: g-z = meM O R-"H_M

Ainsi, il v a contact tant que F < 0. Pour déterminer F, prenons l'origine des z pour
un ressort ni tendu, ni comprimé ; dés lors :

mk

F=-kz e |R= — M

<

La masse A ne quittera jamais le plateau si, compte tenu des conditions initiales, la
position z = 0 n'est jamais atteinte.

Le systéme est un oscillateur harmonique non amorti qui va osciller autour de sa posi-
tion d'équilibre z; définie selon

(m+ Mg = kzu-
Orat=0,0naz = z,+! et z = 0; les oscillations vont donc s'effectuer entre les
limites z, — I et z,+ I

A restera solidaire du plateau si la valeur minimale z,, - I de z reste positive, soit pour :

=10 = !E%‘g

Dans le cas contraire, A quitte le plateau pour z = 0,

2. La condition de non glissement de la masse A
m par rapport au chariot est : Vl‘l

15,| < fing. w77
La loi fondamentale de la dynamique apphquée O £

au point matériel A donne :

. =+
mz = F; f{avec F; = F;u_’,‘.]-

De la méme fagcon qu'au 1., le théoréme de la quantité de mouvement pour le systéme
masse A-chariot s'écrit

(m+M)z = —kz (pas de frottements sol/chariot, et la force exercée par le ressort
*

est F' = - kzu_t,. I'origine des z étant choisi pour un ressort ni tendu ni comprimeé).
Le non glissement de A par rapport au chariot est assuré tant que :

m JIM + mjg
m_'_Mlkzid:fmg::-H'ﬁ: T

Enfin si I'on note a, 'amplitude des oscillations (A et chariot solidaires), 'inégaliré
précédente se traduit selon :

ity = {M:m} =\, =j_____3{M;m}
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Exercice so3

@ Oscillateur harmonique amorti :

11.

temps de réponse - Sélectivité

k, .fu m

[T DD RO b

Une masse m peut glisser sans frottements sur U'axe x"0Ox d'un plan horizental. Elle
est reliée & un ressort de ravdeur k et de longueur & vide [, On repére son mouvement

x(t) par rapport & sa position ressort ni tendu ni comprimé. Elle est de plus soumise

. = (. dx
a une force de frottement fluide f = - 2imxu, [: = —].

dt
Wy
)

1. A linstant initial ¢t = 0, la masse m est en x = 0 avec une vitesse nulle. On la

On posera mﬁ = % et ] =

_,
soumet alors 3 la force constante F, = Fufrt. Déterminer la loi du mouvement x(t)

dans le cas ol le facteur O est suffisamment grand devant 1. Représenter le graphe
de x(t). Commenter.
FD

On notera X; = i

_}
2. Soumise 3 F,, la masse m est maintenant immobile en x = K.

On supprime la force F, a un instant pris pour origine des temps (¢t = 0 ). Donner la
nouvelle expression de x(t) dans le cas ol Q == 1.

Dans les mémes conditions, montrer que ['énergie mécanique E_(t) du systéme vérifie
E.l(t) = E,(0)e~"7: on exprimera T en fonction de oy et (. En déduire que l'on a :
En(t) 2n

ELlt)—E (t+T5) ol Ty = oy Conclure.

Q=2n

- .
3. Le systéme est désormais soumis 3 une force sinusoidale F, = F cosmt - u-: . Etu-
dier la réponse de l'oscillateur en régime forcé. Dans le cas o O == 1, déterminer la
bande passante Aw en fonction de w, et Q.

4. Commenter les résultats obtenus au 2. et au 3.

Ce qu'i]l faut saveir

Points de cours
« Oscillateur harmonique amorti forcé,
* Energie mécanique.
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£1.

Outils mathématiques
» Equation différentielle linéaire du second ordre avec second membre,
* Utilisation de la notation complexe.

Ce qu'i] faut t.'ﬂh}:l"ehdl":

iy.

1. On désire faire passer le systéme de 'état (x, x) = (0,0) alétat (x, x) = (X 0.

Cette évolution s effectue via un régime transitoire quasi sinusoidal, 4 I'échelle de quel-
ques Ty, dés que 'amortissement est faible, ce qui est le cas pour Q = 1 le régime
est alors pseudo-périodique. ..

2. On peut faire la méme remarque qu'aw 1, e systeme évoluant cette fois-a dans "autre
sens (les conditions initiales seront différentes ). On peut sTattendre & ce que le temps T soit
d'autant plus grand que O est grand (faible amortissement) et @y, faible (T, grand)...

3. Ui s'agit de I'étude classique du régime sinusoidal forcé. La bande passante doit étre
d’autant plus étroite que ) est grand {meilleure sélectivité) et que o, et faible.

Il apparait que T varie en sens inverse de Aw ...

Solution

1. Appliquons au point matériel m la loi fondamentale de la dynamique, en projection
sur l'axe x'Ox :

mx = —kx-2hmx + F,.

Suitamk=mmﬁetll=%:
Wy 2 Fo  Fy 2 2 Fy
[” x+ﬁx+mﬂx=E=?%Exﬂmurfnpﬂﬁmxn=?'

En fait, X;, correspond a I"abscisse de la nouvelle position d’équilibre due i la force exté-
rieure F; appliquée au systéme.

Posons alors x(f) = X+ wi(f). Déslors:

ﬁ+%1}+m;u=u (2)
Cherchons des solutions sous la forme e ; p doit vériher I'équation caractéristique
p1+m“p+mﬁ =0 {3)

Q
Son discriminant est A = mﬁ[q—li -d]. Il est négatif pour Q > % et donc a fortior:
pour Q) == 1. Dans ces conditions, les solutions de {3) sont données par :

W, | Wy 1
Pl“‘ﬁ""mu I—4—ql et p3=_ﬁ_'mﬂ ] = ot
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Exercice 01

Posons w = mﬁl”“%qz = @ #w, pour Q =1 il vient :
B,

-
ult) = e 2 {Acosot + Bsinmt)

- — .
et x() = Xy+e M (Acoswt + Bsinewr).
Traduisons les conditions initiales x(0) = 0 et x(0) = 0:

x0) = 0=2X+A=0=A=-X,

' y g |

x(0) = ﬂﬂﬂ(—z—d)-l- Bn=0=0 = _Eﬁ:{n'

" _ﬂr 'I ml] )
Finalement x(f) = xﬂ[| _e 10 [msmu IQESL"M]]'

Et pour () =5 1, soil o = wy,, et en néghgeant le terme en sinus, terme d'amplitude pro-
portionnelle & ﬁ trés faible devant I'unité :

1,

x(t)= ?{,:,[] =3 E‘r:mmut]

D'oi les graphes ¢ = x(1):

kX

p ke

Comrreniaires

® Lie svstémme a = atleint » son régime établi (encore appelé régime permanent ou régirme fonoé, et
E
corpespondant ia x = X, = - | déts quee be temips ¢ éconlé est sufhsamment grand devant un

k
temps caractéristique que l'on peut évaluera 17 = ™ (o e::p[ 3 :) = ﬂq.'r[ T,}}.

(st le temps nécessaire pour que le systéme puisse « oublier « ces conditions initiales.

* Pour = 1", on a affaire d un régime transitoire qui présente ici les caractéristiques d’un
régime pseudo-périodique (psendo-périnde - T, pour Q =& 1 ).

2. En régime éabli, et sous action de la force extéricure Fo, on a une dongation du res-
sort x = X,. Supprimant F, le systéme va tendre vers sa nouvelle position d'équilibre
x = 0 en effectuant des oscillations psendo-sinusoidales autour de cette position.
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D'aprés le 1. x(t), solution de I'équation x + %i + @x = 0, est donnée par

Q

e
x(f) = ¢ 10 (Acost + Bsintt); [q:a %]

Avecici x(0) = X, et x(0) = 0 soit: X, = A et-%ﬁn Bw = 0.

Et avec les mémes approximations qu'au 1. nous obtenons pour Q == 1:

g

(1) = Xge 22 cosayr

+ L'énergie cinétique de la masse m a pour valeur, a chaque instant :

E -1 1#—‘:}}.’;_%][—& t— 0,51 I]J
e = FMXTF omEge lﬂmsmﬂ pSMyt| .

Et, en tenant compte de ce que Q@ == 1:

E | O -%J . g
B immu Kyt LT Rl

De méme, I'"énergie potentielle associée au ressort s'écrit :

E. = !irxztf} = f 1klze_%r:u«s1m [
L 2 = 20 0

iy
2 1 2.2 "/t
ou encore, avec k = mw,: E# Sma, Xye ¢ costwgr.

L'énergie mécanique totale du systtme E, = E_+ E_ vaut donc:

i - =

E (1) = %n:mj}{,,e a,

I
A cette approximation, nous avons:[ E_(r) = E_(0)e *

Q

en notant T = - temps caractéristique de décroissance de I'énergie emmagasinée

B
dans le systéme. Plus le facteur de qualité Q est grand, plus ce temps T posside une
valeur élevée [ wy, fixé) et corrélativermnent moins les pertes d'énergie, « rapportées » a

un intervalle de temps T, sont importantes.

- _ L
Eult) —En{t+Ty) _ ! Qe g 2N

—_—

E.(1) Q

Ainsi ona:

E.(f)
E (r)=E_(t+T,)

soit encore Q=2In
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Exercice so3

énergie emmagasinée a 'instant ¢
" énergie perdue pendant T, au voisinage de I'instant ¢

d’oi : =2

Cette définition est assez générale. Elle peut justifier le nom de facteur de qualité (ou
de mérite) donné i Q. Elle est suffisamment large pour s'appliquer & des systémes
variant de 'oscillateur harmonique étudié ici & la cavité Laser. ..
3. U'éguation différentielle du mouvement s'écrit maintenant :

.o Wy, 2 Fp 2

X +-5% + WK = —coswf = Xgtpcosmwt  (4)

Q

Le régime forcé correspond ici an régime sinusoidal établi de la forme :
x(f) = Acos(@f+ ).
On pose alors x(t) = Re[x(s)}] et x(t) = Xel™ oh X = Ael?,
Ainsi x(1 = -m'hsin{mt; Q) =-R-e[jm.}'|-
x(t) = —w'Acos(wt+ @) = Re[-w'x].

L'équation (4) se résout sous la forme :

@ .
R:[— wix + jm—{f:f + m;.:;] = NwgRe[einr),

: . : 2 o T
x est alors solution de I'équation : x[{mn - ) +jm—"'] = X, e’

Q

. Xy o
soit encore: X = —————— ennotant 1) = oy

{l—n’Hj%

On obtient done d'aprés ce qui précede (X = Aei®):

Ao X, o tang = _él -HTIE aver sing <= 0
J{I—nzlhg—i soit —-R =@ =0,

+ Etude rapide du terme d'amplitude A(n):

-Pour == 1, ona A-X; = E et pour 1 = 1, ,q...ﬁ = Fy

k SE—

Ainsi en trés basse fréquence (w0 <=0 @, ), <est Uélasticité (i le ressort) qui limite la
réponse du systéme, alors qu'en trés haute fréquence (@ => @, ), c'est I'inertie (ici la
masse m.

- [ autre part, A(1) admet un maximum si I'égalité suivante est réalisée (annulation
de la dérivée par rapport 4 n? de I'expression sous la racine) :
1

1
—El[l—l'll’]-q-E = i]-::-rgl=1_2_":;|z

ce i exige Q) = L [condition bien évidemment remplie pour Q == 1 ).

2
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Reportant cette valeur de 1 dans A, il vient :

Xq
A = = A

inan

X,Q

] 1( ] ) i I
—_— 1= — - —
4Q' Q20 407
Onabien A__ = X, etpour Q = 1: A =0X,.

Il y a résonance (ici d'amplitude) pour la pulsation = w, {Q = 1).

A cette pulsation, la réponse du systéme présente une amplitude a peu prés Q fois plus
grande (pour Q == 1) que celle que I'on obtiendrait en trés basse fréquence. ..

* Pour caractériser "acuité de la résonance, on définit la bande bassante Aw & -3 dB

selon :

() i} A
AW = @y — @y olt — et — sont solutions de I'équation A(1) = —===.

wy Oy J2

POINT COURS

Al = Amas _, 20logA(n) = 20logA, — 20log./2,

2

soit [A(T))lgs = [Apuly—3dB  (10log2 = 3).

Les valeurs de 1 cherchées vérifient donc [Q = L] ;

2
X, 1 X 0!
g 21
1
mit:mm:{l—ﬂl}1+%=$[l—%&!) (3]

or pour (} == 1, les valeurs de 1 satisfaisant (5) deviennent trés proches de 1.
Posons T = 14 &(Q) avec |g| == 1, dés lors:

(T=nfP = (1-n)(1+n)=ei-4

et4E3#$[1-I‘|3-2+:!2]=a1-3[carn=|el1:r:=-:=-1}d'at1 E#i‘ﬁ
. ] l
smt:ﬁ}"#mo(]+ﬁ} et mﬂ*“’n(l'ﬁ]'

Finalement : ﬁm#% et Qmﬁ'%

- A .
D'oi la courbe donnant T e fonctionde 1 = %

0
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Exercice so4

4. On a montré que le systéme proposé pouvait étre caractérisé par un temps de

réponse en régime transitoire de 'ordre de T = [% et par une bande passante en
b
régime sinusoidal foreé égale & Am = % (3 == | pour la réponse en amplitude).

On a donc

T- A~ ]

Plus le temps de réponse est élevé, plus la bande passante est étroite et plus la sélectivité
du systéme est importante. ..

On obtient un systéme analogue en électricité avec un circuit série RLC:
R (= frottements » : dissipation d'énergie) L (= inertie » ) et C (« élasticité » ). L'étude en
x(t) correspondrait a celle de la tension w, (1) aux bornes de la capacité, Les « forces »
F(t) seraient fournies par un générateur...

@ Vibrographe

Un vibrographe est constitué d’une masse m suspen-

due 3 un ressort de raideur k et de longueur 3 vide [,
Lextrémité 0' de cet oscillateur est sobidaire d'un bati  x(f)
subissant, par rapport 3 un référentiel galiléen 5t,, un
mouvement vertical représenté par la fonction y(t).

La masse m subit de plus une force de frottement ¥4 | | M

fuide | = hxu, [,,;- = ﬂ—i] En l'absence de mou-

vement du bati ( y = 0), la position d'équilibre de M yit)
est repérée par x = x,. o
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On suppose que le bati subit dans 3t des oscillations sinusoidales de pulsation w :
y(t) = Y coswt.

1. Déterminer, en régime &tabli, Uamplitude X des oscillations de la masse m par
rapport au bati ainsi que le déphasage ¢ de ces mémes oscillations par rapport a cel-
les du baty.
k W 11 Gy
n = —; = Se— t B —
n posera i, ﬁ | o et 0 T
Ko

Y

L

Tracer les courbes donnant — et ¢ en fonction de la variable réduite i- Commenter.

2. Comment choisir la valeur de O pour que X, se confonde avec Y, 4 2 % prés, sur un
domaine continu en fréquence aussi grand que possible, la valeur de @, étant fixée ?
On donne :

"
X = 1,02 pourx = 0,789
Jhxt -1
f(Q, x) = 1_}_ — F(0,789 : 1.44) = 0,98,
1 1
J[F' 1) + o
Selutien

1. Plagons-nous dans le référentiel 31 lié au biti et posons X = x - x; ce qui élimine
les forces définissant I'équilibre en 'absence de mouvement du bati. Par rapport 4 cet
état, la masse M est soumise aux forces supplémentaires :

-_ﬁ = -—k]ﬂ.’.u_:, (allongement supplémentaire X par rapport 4 la situation de
référence).

3 .
o fy = -4 :{;: (la force de frottement ne dépend que de la vitesse de la masse par rap-
port au bati).

* -
“f. = —mi{-y u_:J i force d'inertie d’entralnement résultant du mouvement de trans-
lation du biti par rapport au référentiel galiléen).

D'oii en appliquant, dans 3, la loi fondamentale de la dynamique.

mX = — kX -AX + my, soit encore:
S SN S I R DU ( _mmn]
K+m}t+mn}{-y=:rx+qx+mn}i-y Q-T-

Pour un mouvement sinusoidal du bdti ¥ = Y_coswt, le mouvement relatil de la
masse M est solution de I'équation :
g

X + E:!i: + w X = —w'Y_cosit (1)
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Exercice sos

Au-dela d’vne durée de quelques T ol T ~ % (¢f Ex n® 503), la réponse du systéme en

X(t) devient sinusoidale (le systéme atteint son régime permanent encore appelé régime
forcé et oublie ses conditions initiales. .. ). Les oscillations sont déphasées par rapport aux
oscillations du bati (¢f termes de frottement). On a donc, dans ces conditions :

Xt} = X cos(mi+ @)

Passons en notation complexe :  X{r) = Re[(X _e/je!®!] = Re(yelnt),

Dés lors, il vient : x[{mﬁ-aﬁﬂmﬂ] = {0V,

Q
o’
K
Yo ; X = X,e® = e
I _ﬂi]+ jo
o) i,
Soit une amplitude X, telle que (avec | = m% ):
X, = L Y,
1
{I _TII}.! * E'|-Iz

| :l] - .
. — ; o = = m.
ol tang = [—:]] 3 AveC Sun 0, sot 0 p

X
m Tragons les courbes 1 — Y—"" = F(n) et i = p(n).

L]

* comportements asymptotigues :

— En trés haute fréquence, les termes inertiels sont les plus importants de sorte que
mX = —m?Y  cosmd, dol X =Y _ cost, soil:
==, =X _~Y etp-0.

— En trés basse fréquence, le terme élastique est prépondérant dans le membre de gau-
che de I'équation (1). On a donc :

2
mj}i =-'Y cosor doi X # -L—-Lz‘l'mmsmr

¥
S0l o=, = T':mﬂ-a"l' of i — M

¥ ]
Tz n

*Pour 1 = 1, soit @ = wy,, il vient @ =%T' (tang] = +e= et @ (0, 7)) et
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2
= Enfin, F(n) présente un maximum lorsque (Tl—ll— 1) - passe par un mini-

Qz 'rlz
mum, ¢'est-a-dire (dériver par exemple par rapport & # ) pour :

1 1

—_= ] ——

T 10!

ce qui ne peut se produire que pour ) = NIL{_
P

. |

. Wy, 1 3

Alors E = (1 - ﬁi]

et ,, ~ 0y, (désque Q == 1).

Yol les différentes courbes tracées pour quelques valeurs du facteur de qualité Q.

xm |

——

Y

o

4 4

O

P A

Q=10
Q=1
n Q=102
2
. o

0 1 0y
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2. On désire que 'amplitede X des oscillations de la masse M s'identifie —4 2%
pres — a celle Y, des oscillations du biti. On cherche donc i obtenir :
(1-002)Y,, =X, =Y (1,02) surune bande continue de fréquence aussi large que

possible,

= ':H:IH
So1t D98 = — I | 02,
1[rl1l-
On obtiendra ce résultat en choisissant la

valeur de Q) supérieure i ﬁ- telle que le maxi-

Q

mum | ——=—— | soit juste égal a 1,02, ce que
1
||| -
401

montrent les courbes présentées ci-contre,
On a done

Q = 1,02 = 29

L Q-
40!
On adone (ef. énoncé) ;. Q = 0,789,

La plage de pulsations sur laquelle on pourra confondre X et Y, (& 2 % pres) s"étend
théoriquement d'une valeur minimale o a l'infini, avec @ solution de :

1 — = 0,98 (Tl = mﬂ]
Y
N )+ Qn?
ce qui donne (cf. énoncé): M = 1,44, soit: w,, = Lddw,.
Une valeur supérieure de O (¢f. graphe précédent avec 3 = 0,85 ) donnerait une plage

en fréquence plus étroite et un phénoméne de résonance plus aigu ce qui pourrait avoir
pour effet « d’amplifier » des fréquences non désirées. ..

@5 Pendule « amorti »

Un pendule simple {masse ponctuelle m au bout
d'une tige sans masse de longueur [} peut tourner
librement autour de l'axe horizontal Oz. Il pré-
sente un mouvement d'oscillations dans le plan
vertical Dxy.
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1. Donner 'égquation du mouvement en 8(t). On posera @ = ﬁ On se limite, par

?ﬁsb“lit% a l'gtuda des petits mouvements par rapport i la position d'éguilibre
2 = U,

Défimir I'#nergie mécanique E du systéme (on prendra £ = 0 puurli =0eth =10)
2. On désire tenir compte des phénomeénes dissipatifs. A cet effet, on suppose que

la masse m est soumise 3 une force de « frottement fluide » dont le moment en 0 est
donné par Uexpression :

M_;{D} = ]"u_i, avec I = —m!*vﬂ—? (v constante fixée).

a. Exprimer le taux de variation % de I'énergie mécanique E du systéme.

b. Dans le cas des amortissements faibles, on pose en premiére approximation :
0(t) = o{thcos(wr+ @)
ol c(t) est une fonction trés lentement variable i ['échelle de la « pseudo-période »

T = £X,
1]

On définit la « valeur moyenne » sur une durée T d'une fonction f(t) selon :
_ -1 b+ T
<f(t)> = TL, fitydt.

Donner la valeur moyenne - sur une pseudo-période T - de la relation établie au 2.a.
En déduire qu'd Uapproximation considérée, on a : a(t) # B exp(—yt)

on prendra 0(0) = 0, et 8(0) = 0.
Justifier les approximations envisagées et donner U'expression de Uénergie mécanique
E(t).
¢. On définit un espace de phases (8’, ﬁ’} en termes de vanables reduites :
ro_ . Ofrefy @) T ﬁ
t' = wt; B{r}_[en et 0'(t") = oo
Représenter les différentes trajectoires possibles selon les valeurs du paramétre v,
tout en restant dans le cadre des petits mouvements.

3. Pour décrire un oscillateur entretenu, on modifie le modéle en supposant maintenant
gue le paramétre v est une fonction de 8. On écrira :

¥(8) = y,l1-p?@%].
L'équation du mouvement devient :
0+ 1008 + w0 = 0.

On définit les variables réduites ¢ = wt, (') = B().
1

5
On appelle « énergie » la quantité £" = %{jr*ﬂﬁj ol y représente la dérivée d—d:i,

anusez=HEtE, =
0]
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-,

a. Exprimer la quantité % en fonction de e, i, y et y. Commenter le résultat

obtenu pour € < 0, inégalité que l'on supposera verifige par la suite.
b. Lexpérience montre que le systéme tend, dans I'espace des phases, vers une tra-
jectoire fermée appelée cycle limite. Commenter.

On se place, pour cette question, dans le cas od le paramétre |g| est suffisamment
petit. Il est alors possible d'adopter pour le cycle la solution approchée
vty = weos(t’ + ).

En déduire, dans ces conditions, l'expression de o en fonction de ©,, et dessiner
yit) du
26, " dr

t. Que se passe-t-il pour [e] ne vérifiant pas la condition du b. ?

{'allure des trajectoires de phase dans l'espace u(t’) = avec j—:‘,m] = 0.

Selutien

1. Appliquons le théoréme du moment cinétique au point fixe O
du référentiel galiléen d'étude, le mouvement de la masse m
s'effectuant dans le plan vertical Oxy (sa trajectoire s'inscrit sur

le cercle de centre O et de ravon 1),

dEr’[Cr]l
dt
Or ELU} = m!%ﬁt:miiﬁ = —myg Isinf@.

s o o o o e

— — 5 — " - .
Ona =MO)=0OM AT + OM A mg =—mglsinBu,. -u-_}-—-'"

Et 8+ w?sinB =0 (1)

On a posé @ = ﬁ pulsation propre de I"oscillateur.

Dans le cas de petits mouvements, on peut linéariser I'équation (1) en confondant
sin® avec 0. Nous obtenons :

B+aB=0 (2

L'énergie mécanique du systéme se définit ici par la somme de I'énergie cinétique E_de
-2
la masse m (Ec = %rnvf - %m!lﬂ ] et de son énergie potentielle de pesanteur E,.
Or E, = —mgx + constante = —mglcost + constante.
Soitavec E (8 = 0) = 0 (origine de I'énergie potentielle au point le plus bas de la tra-
jectoire de la particule) :
E, = mgll | - cos@).

Dol une énergie mécanigque E = %mi’jﬂz + migl{1 — cosB), Lorsque B reste suffi-

samment faible (petits mowvements), on peut substituer %HJ a1l - cosB, cequidonne :

A WS S 82 T I S T
E= sml® e mgls = E-m![zﬂ +2mﬂ:| (3)
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Remarquons qu'en dérivant (3}, nous obtenons I'équation (2.

2. a. Appliquons ici le théoréme de la puissance cinétique, I'énergie mécanique ayant
été déhinie 3 la question précédente. I1 vient :

E = @ = 1(0)- 07, = ~mi'yd".

On adonc: % = —mI!"f’éI (4)

2. b. On suppose maintenant que I'évolution du systéme est, & chaque instant, trés
proche du régime d'oscillations sinusoidales de l'oscillateur non amorti. Cela implique

bien évidemment que le coefhicient ¥ reste suffisamment faible. Dés lors, on envisage
une solution approchée :

B(t) = altjcos{ot+ @) (signal quasi-sinusoidal).
A cette approximation, o reste la pulsation de Voscillateur non amorti et o) doit
varier avec une échelle de temps 1 trés grande devant T = %‘ Om considérera donc
que () est o constant » sur -« une pseudo-période ».

Intégrons alors I’équ:ltiun (4} sur un intervalle de H:mps Ar=T:
fa+T -EIE 3 1 .!
t = —ml dr
T:,} (de mTI B°(t) (5)
A l'échelle de T, les vaniations de 8(1) sont cmntzcllr:mmt imposées par le terme sinu-
sofdal cos{@r+ @) de telle sorte que :
1'3{ () F —afr)osin{@r+ @) avec a(r) = cste = ali,)

1]‘1-T r+'|'

et = 8 {r}dr#ul{ru}ml{”

-
T, sin {qu:n}dr}

Iy
accolade mrr::spnnd a la valeur mﬂ]."enn: de sin®{wit + @), elle ne dépend pas de &,
et elle -nmt . Onadonc: —mi’ Y= j Ezfr}dr = —-; m!'lmiuu]mz

quant i la pr:muérc intégrale elle s'exprime sous la forme :

J-ru* T dE EI[I,:,+T} E(ru}_
T

T

Or E(1) = m.f Y167 + 82@2), et & la méme approximation ;

E(t) & %a-m"zll:u:‘talzn2 sinf (e + @) + ool cos? (ot + p)] = %m!zu‘.?mz.

o 1 ¢+ TAE it + T) = od(t,)
D' T - # : [ - ]
La tonction (¢} variant trés peu sur l'intervalle Ar = T on peut confondre la quan-
tité entre crochets avec la dérivée par rapport au temps #, de la grandeur o®(r,) ; dés

lors 'équation (5) devient :

1oz sdfe?)y 1 2,
lmi [ o T 2"” Yo 1y e,
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diee?)
de,
Une simple intégration donne : a*(1,) = a*(0)exp{-v1,].

dio?)
uz

Soit aprés simplifications ; = —yoair) = = —ydt,.
Avec les conditions initiales 8{0) = B, et ﬂ{ﬂ} = [ nous avons :
a{0jcos®p = B et w(0)jwsing =

ce qui permet de prendre ¢ = 0 et a(0) =

i
Finalement wit,) = H;exp[—?:,,! = | otlty) #Eﬂerp[— f] avec T =

X
Soit O(t) # Bye * coswmt.

Ainsi les approximations envisagées seront d’autant plus acceptables que l'ona 122 T,

soit encore E <= 1.

Enfin E(f) & —mJ' {EI' + ey m! llz{ thimt,

Soit E(1) # E(D)exp(-1t) | avec E(0) = -mr. ‘w20,

2. €. D'aprés les résultats précédents, nous avons :
E(r) = E(0)e "= 8 + '8 = w'Be " (6)

Considérons alors les variables réduites ¢*, 8" définies par :
Bi1) i’ = de’

= o, B(t") = Eﬂ T

df de8” de’

Yo E=m=ﬂudr FT

= 8, w8 *,

Léquation (6) devient

. S
B2w2(0")* + 000" = wi0le @ |

Soit 04 0t= :xp[ Ir']- N

m El"
Dans Pespace des phases (en terme de variables réduites},
le point figuratif suit une trajectoire qui prend la forme :

~d'un cercle (fig. 1} lorsque y=0: OM= 8" + 8% =1
~d'une spirale (fig.2) aboutissant au point O pour

N
¥

e

=0

1 = 0 {cas de l'amortissement) : OM = cxp[— %ﬂl'];

— d"une spirale (fig. 3) s'écartant du point O si l'on envisageait des valeurs de ¥ négati-
ves [« amortissement » — amplification du mouvemnent).
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¥

= +0,l

Remarques

80y =1
9°(0) = 0

Ef

L

Fig. 2

0,05 8Y(0) =
' (0)

B

« Pour ¥ = 0, toutes les trajectoires, dans |'espace de phase, finissent par aboutir au
point (0, 0) qui constitue un attracteur.

» L'équation du mouvement s'écrit B+ 'fﬁ + @8 = 0. Onadonc B(0%) = -w?0(0%)
pour B(0*) = 0, d'ois B'(0%) = —0°(0%). Hen résulte que 87 devient négatif dans un

voisinage de + = 07

3. . « L'énergie » est définie par I'expression E’

)]

- ent: 9E = 4y dy
Sa dérivée devient : T ar [dr,z-i-f],
Or d'aprés la définition des variables réduites, nous avons :
dy _d8 dr _ 149, diy _ 14%
de”  dr dr’ @de e meme de?  wde
o G _ dy [14%
Dob i = ar Lwian )

Soit avec I'équation du mouvement B+ @m0 = —‘]I'{'El]né

dE* _ _y(8) dy
de’ ~  @? dt’
D'oan
Commentaires

% = —g(l —ﬁ’}"l(%)i (7}

I Cette équation peut se réécrire sous la forme :
dE’

— ol P:g;tLl:}-

—Ey? o+ By’
i (11)
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Pour un coefficient £ < 0, le second terme correspond & une dissipation d'énergie alors
que le premier est associé 4 un apport continuel d’énergie permettant d’assurer I'entretien
de l'vscillateur.

Die plus, le rapport ? = [yt dépend de « amplitude » y{¢" ) ; ainsi, les mouvements de

faible amplitude seront caraceérisés par des oscillations croissantes alors que ceux de grande
amplitude verront leurs cacillations décroitre, i

3. b. Uexistence d'un cycle limite s'interpréte en considérant que les termes (1) et (11},
d'apport et de dissipation d'énergie (€ < 0), doivent se compenser en moyenne. Ce qui
se tracuit en désignant par le symbole < > les valeurs moyennes calcubées sur le cvcle

attracteur :
# s .
{% == —glepie—<fiplyin],
f
Or sur un cycle, le premier terme est nul puisque :

Y dE’
g dr’
et posséde done la méme énergie).

—dt’ = E'(t') = E[(0) = 0 {aprés un cycle, le systéme repasse par le méme état

Dés lors, le bilan d'énergie implique I'égalité :
<yl = <plyiyl>  (8)

Pour [g] = To| suffisamment petit, on pose ¥(t') # ctcos(t’ + @). Reportons cette

expression dans (8) : .
<yls = ]__[ olsin?(t’ + @)dt’.

T
1

Soit <yi> = wl<sin(t + @) > g = Euz.

De méme <fiplyi> = Blot<cos® (¢ + @)sini(t’ + @) >
= %ﬂzuqisinl{zr'+tp]} = éﬂzu“.

L'équation énergétique (2) se traduit alors par :
la? = ]—Biu* N N T 28,.

2 8 B
Soit a 'approximation considérée :
wit"y = 20, cos(i” + @) et B(1) & 20, cos{wi + P).
La trajectoire limite, dans 'espace des phases associé aux variables réduites y(17) et
grr;l: 1), est donc un cercle de rayon 28,. Le systéme présente dans ce cas un attrac-
teur cyclique.

On a tracé ci-dessous différentes trajectoires respectant les hypothéses retenues dans
cet exercice (notamment |€| suffisamment petit) avec 8(0) = 8, et B(0) =

On a porté sur les axes les variables u = -L et jr“ i—%gf- + le cercle limite ayant
1

alors un rayon unité.
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u u
21 2

1] 0
-2 . -2 A
-2 0 2 0w -2 0 2 u
£ =-005 wd) =2 ui0) =0 £ = -005 u(0) =06 4(0) =0

3. ¢. La trajectoire du systéme, dans V'espace des phases, va toujours tendre vers un
cycle limite indépendant des conditions initiales. Mais ce cycle ne sera plus circulaire
dans I'espace (u, u).

L] Y 5 y ! H I
On donne ci-aprés les portraits de phase en coordonnées (4, u) ol u(t’) = %] et
1

wit’) = % :
u & u
B
1
1 u
£=-1 wi0) =01 £ ==05 w0) =09
u(0) = 0,1 u(0) = 1,2

On donne également les courbes correspondantes de y(t") montrant clairement
I'influence des termes non linéaires dans 'équation de mouvement ( y(t") n'est pas
sinusoidal).
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u(e') ¢ e=-1 u) =01
1 u{0) = 0,1
0 10 Ll'l:]l 30 r:;
N k
wit') 4 £=-1 w(0) =01
i) = 0,1
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" B. Forces centrales et systemes
de deux points matériels

@Demi-elh‘pse dite de transfert

Un satellite de masse m tourne autour de la Terre sur une orbite circulaire (orbite
« basse », rayon ry, vitesse du satellite V. ), on veut le transférer sur une autre orbite
circulaire {orbite « haute », rayon r,, vitesse V;). Pour cela, on lui fait décrire une
demi-ellipse (dite « orbite de transfert ») dont un des foyers est le centre de la Terre,
et qui se raccorde tangentiellement aux deux orbites circulaires précédentes. On
allume donc les propulseurs du satellite pendant une durée bréve au début et d la fin
de cette demi-ellipse, ce qui correspond & communiguer a chague fois au satellite un
supplément de vitesse (sans changement de sa direction) de fagon quasi-instantanée.
Calculer ces suppléments de vitesse.

Ondonne : r, = 6,70 - 10*km ; r. = 42,0 - 10° km;

rayon terrestre R = 6,40 - 10° km ;

pesanteur au niveau dusol: g = 9,8 m - 52,

i1l. Ce qu’i] faul savoir

» Forces centrales.
+ Gravitation,

1. Ce qu'i] faul comprendre

Le calcul des vitesses V| et V, ne présente pas de dithcultés, le produit *6M de la force

- HmM 2 : . N -
de gravitation f. = - u étant déterminé a partir du poids d"un corps au voisi-

nage du sol (en négligeant I'effet de la rotation de la Terre sur la valeur de g).

On utilisera les lois de conservation de I'énergie et du moment cinétique pour calculer
les vitesses nécessaires au début et & la fin de I'orbite de transfert.

3. Selutien

Appliquons au satellite en orbite circulaire le théoréme du centre d'inertie :
- —
mA = f..

A =3 HiMm
= lfﬁi =

r

Laccélération est purement normale soit ;
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POINT COURS
Déterminons le produit “6M en écrivant que le poids d'un corps — au voisinage du
sol = est essentiellement di 4 la force de gravitation :

HEMm
2

Ry
d'ois %M = g-Rj.

mg#

Et em reportant 'V, = RTJ:'E V, = RT\E
I 1

d'ol numériquement :
V, = 7,74km-s"' V, = 3,09km- s,
Moteurs éteints, 'ellipse de transfert est décrite sous le
seul effet de la force de gravitation terrestre.
La vitesse au départ de la demi-ellipse (au périgée) vaul u,
{u, = V), etelle vaut u, {u, <V,) alautre extrémité
de 'arbite de transfert qui correspond i 'apogée : en effet
le périgée et l'apogée sont les seuls points d'une trajectoire
elliptique ou la vitesse est orthogonale au rayon vecteur.
L'énergic mécanique se conserve sur cette trajectoire :
1 2 SMm 1 2 SMm i

= =7, — = =pill, —
2 ! ry 2 ¢ ry

E

Soit en remplagant "6M par g R:}- :

, 2gRE . 2gRs
“'l - - u! -
Ty T

(1)

La conservation du moment cinétique donne

C=ru =ru (2)

Iy S "y (il 1
e{llet{Z)ontire: u|l- = = 2gRy|=-—

: L TLF
2 1 1 Y _ il 1
ol e r) = il -7)
r
r:f ' ;J (ryEry) = Igltf: (ry®ry)
]

, 2gr
Soit Wy = H-T :I.‘_.[::‘:_I’i
1 H 4

2gr

et symétriquement  u, = R, [————-
rilry + 1yl

Numériquement &, = 10,16km -5 u, = 1,62 km 5!,
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On en déduit les suppléments de vitesse cherchées :
AV, = u, -V, = 242 km - 57!

ﬂvz = vz_u.'l- = 1.4?]¢m'5"-

o Laire

Les deux mises en marche des propulseurs correspondent effectivement a des augmenta-
tions de vitesse (w, >V, et V, > uy L

C'était prévisible, car 'ellipse de transfert est extérieure a la premitre orbite circulaire - ce
qui correspond a une énergic mécanique plus élevée — alors que c'est la situation inverse
pour la deuxiéme orbite circulaire.

R S

@Ecarl: a la satellisation sur orbite circulaire

1. Un satellite décrit une orbite circulaire de rayon r, autour du centre 0 de la Terre.
Celle-ci a une masse M, et la constante de gravitation est notée 4.

Calculer la vitesse V; du satellite ainsi que son énergie mécanique.

2. On suppose maintenant quun satellite a été lancé en un point M, (0M, = r,} avec
# — *

une vitesse V de module V, (calculé au 1.) et telle que (OM,, V) = E- k.

Déterminer les caractéristiques de 'orbite décrite par ce satellite.

On rappelle que pour une trajectoire elliptique d'éguation en coordonnées polaires

F = F H
T+ecos(B-08,)

z g, —
* le paramétre p est défini selon p = ‘;_H (C = FD o, = moment cinétique en 0).
* p, l'excentricité e, et le demi-grand axe o sont liés par la relation ¢ = T.E_EE.

A1, Ce qu'i] faul saveir

* Forces centrales.
« Gravitation.

#1. Ce gu’i] faut dnmPt‘ehlire

1. 5i le mouvement est circulaire, il est uniforme. L'accélération est normale.
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1.

2, Alinstant ¢ = 0, le satellite est lancé i la méme distance que précédemment et le
module de sa vitesse est le méme, donc I'énergie mécanique garde la mﬁ 'I.I'Hltu_l;: elle
est négative, et la trajectoire est elliptique dans le plan défini par OM, et V,. Le
moment cinétique est modifié, ce qui donne la nouvelle valeur du paramitre p.

So]ution
D'apreés le théoréme du centre d'inertie du satellite de masse m
+ =
mh = fo = _‘ﬁM"::
2
o
] vl
or A = ——D:
Fa
d: V; SMm /ﬁ
ol -m— = ——— -
o r-ll f
o %
HM
et a= [(— | (1}
"o
Lénergie mécanique s'écrit £, = _':ﬁif‘:-i il llrn‘r’é.
B
Soitencore E_ = _VEMm —!m\-',i = -E..
P 2

Commentairg

Om troarve bien évidemment une énergie négative caractéristique d'un état lié (le satellite est
sur orbite, il ne peut partir a I'infini).

2, Le satellite a toujours la méme énergie mécanique (mémes v_a}li:urs de ry et V).
Cette énergie est négative. On a donc toujours un état lié. Mais V, n'est plus perpen-
—

diculaire & OM,, la trajectoire est donc une ellipse.

La force de gravitation est une force centrale. Il y a conservation du moment cinétique

— oo dE:, P +»
o, d'aprés le théoréme du moment cinétique : = = M =0,

ad . .
C = -2 est une constante dite constante des aires.
e

lci 0, = mr,V,cosa;
C = 5V cos.
Cl ) riVicoso  riVicosia
= EM PE7am = v

p = rpcosto
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* Déterminons maintenant le demi-grand axe a de I'ellipse.

GMm
2a

Pour un satellite décrivant une orbite elliptique, E_ = -

Enidentifiant avec I'expression de I'énergie mécanique obtenue au 1. et toujours valable :
_1E6Mm _ GMm

3 la
Et en reprenant I'équation de Uellipse, on obtient :

= |la=r

pourle périgée 1, = —L—; pour I'apogée r, = =

p_ . _ 2

[+e¢ 1-¢ [ =

soit rp+ry, = 2a= ; {expression fournie par I'énoncé).

Soit l-e!= E = Cos’0L.

Lexcentricité étant positive, ¢ = |sinal.

Commentaire

O retrouve bien dans le cas du cercle ¢ = 0 pour o = 0,

Pour situer les axes de Pellipse par rapport 4 la
direction OM; du point de lancement, on peut M,

remarquer que les seuls points de ellipse & la dis-
tance @ d'un foyer sont les extrémités du petit axe : /:m
{a? = b & ),
&

Et qu'en ces points, la tangente i I'ellipse est paral-
lele au grand axe: la direction du grand axe est
—F
donc la paralléle en Q@ ¥V, ce qui permet de cons-

truire les axes de Uellipse cherchée & partir de
—_— =)

OM,, et V:
x 1
A
DX Y,
a ‘I—?l MyH LOX
o HP = HA = r,
b P périgée
AL apogee
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Exercice 513

@ Comete quasi-parabolique de 1843

La Terre décrit autour du Soleil - de centre S - une orbite pratiguement circulaire de
rayon o, = 1,5 10% km, & la vitesse V; = 30 km - 5%,

En 1843, une cométe (“€) est passée extrémement prés du Soleil : distance au péri-
hélie 5P = d = 6,1 lﬂ'jﬂﬂ.

1. En considérant que l'orbite de (€) est paraboligue, calculer la vitesse maximale
Vnax d€ la cométe,

2. Des mesures précises ont montré que lorbite de (€) était en fait une ellipse
d'excentricité ¢ = 1-x, avec x = 9,4 - 10-* (on considérera donc que x <& 1).

a. Jusqu'd quelle distance D la cométe va-t-elle s'éloigner du Soleil ? Evaluer sa
vitesse a cette distance.

b. En quelle année reviendra-t-elle ?

Rappel : pour une trajectoire elliptique, ona o = 1—p—i (p = paramétre de Uellipse)
-2

e = excentricité ; g = demi-grand axe).

¢. Estimer lincertitude relative commise sur la valeur de V.. en adoptant ['hypo-
thése du 1. Conclure,

El. Ce qu’i] faut saveir
= Mouvement circulaire.
» Energie mécanique et force centrale newtonienne,
* Troisieme loi de Kepler.

7. Ce qu'i] faut comprendre
1. La constante K intervenant dans 'expression de ['énergie potentielle de gravitation
E, = - # sera calculée a partir des données concernant |'orbite terrestre.
2. La connaissance de l'excentricité e et de la distance au périhélie d = I—-;Lé permet
de calculer le paramétre p de ellipse, puis la distance & I'aphélie D : les caractéristiques
de l'ellipse sont alors complétement connues... La date de son retour pourra se
déduire simplement de la 3° loi de Kepler, en comparant la période T de la cométe i la
périade T, de la Terre. ..

13. Solution

1. La comeéte est essenticllement soumise a la force attractive due i son interaction gra-
vitationnelle avec le Soleil :

_}
Fo=-Z80 (r=SM,etK=%M).

r
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La trajectoire étant parabolique, I'énergie mécanique
de la cométe est nulle, soit :

Em=ﬂ-=Ec+Ep=%mV1_ﬂK.

F
Onadonc: Vi = %

Et la vitesse est maximale pour r minimal, ¢'est-a-dire
lorsque la cométe passe au point P de sa trajecioire
(r=5P=d).

=l
LFs T =l
=
=

Finalementona: V_, = % (1)
Pour calculer le coefficient K, il suffit d’exprimer que la Terre de masse My décrit,
autour du Soleil, une orbite pratiquement circulaive de rayon ay, & la vitesse Vo {mou-

vement circulaire uniforme). On a donc :

— - K->
iy
2
—  Via
or Aj=——u'=V:i= LS {2}
g Ay

Reportant (2} dans {1}, il vient :

a
Voo = Vo | — | et V. = 543km s,

IV d

2. a. U'équation de la trajectoire dans son plan
est donnée, en coordonnées polaires, par :

A
.I'_: = ]|+ ecosh,

S

La distance au périhélie {point P} s'en déduit

=T (faire 8 = 0)

celle & I'aphélie (point A8 =m):r, = ﬁ

La distance D cherchée correspond donc au point A: D = P

l-e
Le paramétre p se déduit de 5P = d = I—%-
Onadonc: D=Jﬂ
l=g¢
or ¢ = Jl-x, avecx==1 = Dh%

Application numérique :
D=130a, = D#195- 10* km.
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Exercice 513

2, b. Pour calculer la vitesse de la comeéte 4 cette distance, remarquons que périhélie et
aphélie sont les deux points de la trajectoire oi la vitesse est orthogonale au rayon vec-
teur. La conservation du moment cinétique donne, en exprimant en ces deux points La
constante C de la loi des aires :

C=Vpd=V,D

. : , d
d'oi la vitesse cherchée: V, = "l.-"PEa

v,
M_r
Ve

La trajectoire elliptique ayant une excentricité proche de 1, il est possible de substituer
4 la veaie valeur de V celle calculée au 1. dans le cas de la trajectoire parabolique.
Avec celte approximation, on obtient :

d d Iﬁﬂn ap

Application numérigue: V, = 255m - s,

POINT COURS
La période T se déduit de la troisitme loi de Kepler. Pour des « satellites » (de masse m)
du Soleil {de masse M), on a (pour des états liés : orbites circulaires ou elliptiques) :
1 1
% = qﬂ:h:;;-*ﬂ'!} {a:demi-grand axe; % : constante de gravitation).

T 4l 4xl
Etdanslecasotum == M, = — = —— = —-
ST @ WM, K

Appliquons cette derniére relation i la cométe (sur sa trajectoire elliptique) et i la Terre
{sur sa trajectoire quasi circulaire) :

T? B 'Ij_ EJ //—\
[DHJ)* a, K D d
2 U
e (D . .
Don T = T“L 2:::‘] . aeDrd
_p p _ 2p _ l+e _ d _2d
] = = = =7 = =
or D+d 1-—-f+|+f - Ml—e’-' Il—c x
A2
soit T = Tn[i}
.:'ﬂr_-l

Application numérigue : T = 523T, = 523 ans.

Son retour aura donc liew, en principe, en 2366 !
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2. €. Dans 'hypothése d'une trajectoire parabolique (¢ = 1), on aurait :

K 1
E, = T’" = 3MViw (B, =0=E+E).
Paur la trajectoire réelle (ellipse d'excentricité ¢ = | —=x avec x =< 1},il vient :
E,, = El +E, = —% {a : demi-grand axe),
Oron a établi (f. 2. b.) que a = E%_j = g d'ol :
. . ni Box
S S ¥
Au périhélie (point P):  E7 = -R g7 (p) = "‘j[l —f].
v d - d 2

. . . 1 ]
Soit une vitesse maximale telle que Em‘u'nfu = %(1 - g}

La valeur réelle V. est reliée a la valeur approchée V. selon:
ER
LML Mgk I

et en tenant compte du fait x << 1: V| = ‘v.-'"m(I - E]

Soit en valeur relative :

vl‘lla::lr: an“ # -E =24 105,
1" flax 4

L'approximation faite en 2. a. pour calculer la vitesse de la cométe a aphélie s'en

trouve ainsi justifiée (on a confondu V) avec V

max ey .:l'

(0 Trajectoires de météorites

Un point matériel P de masse m est soumis 3 -
linteraction d'une boule de centre F et de  p Vo
rayon R. Cette interaction est caractérisée

par une énergie potentielle : b‘
E, = -+ (K>0, r = FP),

On suppose que la boule reste fixe dans un référentiel Ot galiléen de centre F, réfé-
rentiel dans lequel s'effectuera U'étude qui suit.

. =¥
A l'instant initial, la particule est a l'infini, elle est animée d'une vitesse V, et pré-
sente un « paramétre d'impact » b (¢f. figure ci-dessus).
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Exercice s14

il

1. Donner la condition pour que le point matériel P évite la boule. Commenter.
2. Déterminer 'équation de la trajectoire de P, et retrouver le résultat précédent.
Dans toute cette étude, on pourra poser i = —:r

mVgb

Roppels : la trajectoire de la conique peut s'écrire F—:t 1+ecos(B-8;) ou

i

L —
p= m—':{ (L, moment cinétique en F). Son énergie mécanique E, est relige i l'excen-
tricité e par Uexpression :
2
Em = %{E! =1).
2L,

Ce qu'i]l faut savoir

7.

Points de cours

« Forces centrales.

* Formules de Binet.

* Lois de conservation — constante du mouvement.
Outil mathématique

* Hyperbole {paramétre, foyer, excentricité...).

Ce qu'i] faut comprendre

1.

1. Linteraction masse ri—boule est attractive, et la trajectoire hyperbolique { potentiel
du type newtonien en — % ) entoure le centre attracteur E. Pour que P évite la boule, il

est donc nécessaire {mais évidemment pas suffisant) que le paramétre d'impact b soit
supéricur a R, ravon de la boule.

[Fautre part, pour b fixé (supérieur 4 R), si V; tend vers « l'infini », la trajectoire est
« rectiligne set r_. = b, etsi V est nulle la trajectoire devient une droite « passant »
par Fet r,, = 0:ainsi pour 0 <V, << o0, ona 0 < r,, < b; il existe donc une valeur
limite Vi, (a b hxé > R ) telle que pour Vy = Vi, (b), la particule ne rencontre pas la
boule.

2. 11 faut déterminer les valeurs de p et e {parameétre et excentricité de I'hyperbole)
ainsi que la valeur 8, de B définissant la position de "axe de I'hyperbole. p et e s'expri-
ment & "aide de formules du cours faisant intervenir les grandeurs L, (moment ciné-
tique) et E. B, sera défini & partir de la position initiale de la particule.

Solution

1.

#  POINT METHODE

Il ne s'agit pas ici de déterminer 'équation de la trajectoire (objet de la question 2.)
mais plutdt de déduire la condition cherchée des lois de conservation.
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Il taudra donc traduire : "
1

- la loi de conservation de I'énergie mécanique E_ = im"n” -—
r

_,
— et celle du moment cinétique ¢en F noté L.
5i l'on désigne par P, le point de la trajec-
toire le plus proche de F (et r, = FP ), il
sufhit d"écrire que r, = R pour que le point
matériel ne rencontre pas la boule,

—
Oren P, la vitesse V| est nécessairement
perpendiculaire 3 FP, puisque r(P,) = 0
(P, point le plus proche).

Calculons done v, ¢

R 5
«OnaL(P,) = L, avec

3 = - = 3

L =FPAamV = mF[—'l‘l-"jsinut.
+ =+

Or FPsin=HP =L = mHPHVlk-

Pour la position initiale, HP = b et
— > — +
Wi = V,, doi: L(P,)= L, = mbV k.
De plus

-+ +
L{P) = mr V\k=r,V, = bV, (1)

« La conservation de I'énergie entre P, et P, se traduit par la relation :

1 K 1
im"l.-"lz—a = im"ﬁ"é (2)
Reportons dans (2) la valeur de V| tirde de (11 :

1 BV k1

sh—— - — = —mV.

2 s o r, 2
. .. 2K .
Soit encore  rj, + ——r,, -k = 0.
myy,
Do, en ne retenant que la solution physiquement acceptable (r = 0):
2
roo= —il+ i}_) +h  (3)
mVy mVy

La condition cherchée s'écrit alors r_, > R, soit :
2 :
(K P (1o K)

5

mV, mv,
dou b?> Rt 2KR
mVy
Cest-a-dire [b>b = R [1+-25 | )
RmV
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Commentaires

[
* Lenpression de il n¢ lait intervenir que la grandeur 1 = EL 5 qui représente le rap-

TR ¥y

port entre 'énergie potentielle (|E‘[.| = '—é}. pour r = R, du champ de force, et 'énergie

P il 1
cinétique initiale (imh’ﬁ] :
K/R

n=
%m"n"é

* Pour n <5 1 et i la limite, by ~ R 1 la particule n'étant pratiquement pas déviée, on a en
effet, v, ~ b et r > R implique bien b = R. _I

* En conclusion, la boule sera évitée (pour R imposé) :

~aV, hixépour: b>h = R |l + 1“; :
rrl"lr"uﬁ.
e || KR

[l faut évidemment que b > R, sinon il y aura collision, et ceci quelle que soit la valeur
de V.

2. La trajectoire est une hyperbole {branche infinie .

La particule P est soumise & un champ de force attractif en ; de centre F

lcihona E, = E; = %m‘l-'; =0 d'oi une trajectoire hyperbolique contournant le
tover F { potentiel attractif ).

L'équation de cette trajectoire est donnée par :

P = 1 +ecos(B -8 )
r

p: parametre; e: excentricté (ici on a
¢ == 1 : hyperbole},

2 2 i
L Iy 2LLE
= 0 : - a = 4™ m
= — t = t =14+ .
avec p = —z soit |p 7 et € p—
1,21 z
Or E, =3mVy dod el =14 .

Kt

2
_ i mV b L
Finalement e =14+ {fonabien e > 1),
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L'équation de la trajectoire s'écrit alors :
P
F

~ = |+ ¢cos0,cos0 + esind, sin.
Pour 8 = 0, on doit avoir rinfini, d'oli : 1 + ecos@, = l}==-ec::sﬂ1 = —].

"."' b
D'autre part:  esin®, = Jel - elcos?B, = el - - {sin®, = 0).

2
Kﬂ sin@

T
Dés lors = {1-cosB)+

= 1"3

b

;= (1= cos@)m + sinf | avec K

= =
m\"nb

* Retrouvons le résultat de la question 1. A cet effet, nous devons caleuler r qui cor-
respond @ :

2
bl Vo

r.o= =

_—
o l+e m"."zb 2
L+ /[ ) 1
) bi"u" || m‘v’
Soit encore =
r:rr'lu" b

FE
mV b ]
d'on Fm=iz—|+.||1+[ “J = |r, = - K1+ Kz] + b
rir:"l.-"{I K m"u"n u:\l"u

Résultat identique & (3) comme il se doit.

* On peut tracer différentes trajectoires obtenues en fixant b et en faisant varier V,:

E=T‘|I_"i—n::vl:ln.liiil]-+sirllil avec T = at

-
mb‘u’u

Vo les courbes tracées sur ordinatewr :
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Exercice 515

@ Etoile double

0l

Deux points matériels M, et M, de masses respectives m, et m, sont en interaction
gravitationnelle. On se placera dans le reférentiel 2, ici galiléen, du centre de masse
G du systéme {M,, M,}.

&
On notera ¢ = MM, et v = % {vitesse calculée dans Gt).

1. Donner, en fonction de r {module de 7 ), ¥ (module de v ). my, my et *G (constante
de gravitation) les expressions de 'énergie mécanique E,, du systéme ainsi que de son

moment cinétique E{G} au point 6. Que peut-on dire de ces quantités ? Commenter.

2. On suppose que les points M, et M, décrivent des orbites circulaires de centre G et
de rayons R, et R, avec R, + R, = d.

a. Déterminer la période orbitale T, de chaque particule en fonction de 6, d, m, et
m,. Commenter.

b. Donner également les expressions des grandeurs E, et 3 (G} en fonction de 4, m,,
m, et d.

¢. Application numérigue :
Calculer T, pour Ry = 2,05- 10" m, R, = 4,46-10° m et m;, = 1,00 10°! kg.
On prendra %6 = 6,67 - 10-Y m? - kg~ - s-2,

Ce qu’i] faul gaveir

1.

» Farces centrales.

* Loi de la gravitation de Newton.

Ce ::Iu’i] faul comprendre

1. Dans 3R (référentiel du centre de masse G), chaque particule soumise a ['action de
I"autre particule subit une force centrale {dont le support passe constamment par le
point G). Il en résulte, dans le cas général, que le mouvement est plan et suit la loi des
aires. Les forces étant d'origine newtonienne, les trajectoires peuvent étre circulaires,
elliptiques, paraboliques ou hyperboliques (selon les conditions initiales et plus préci-
sément selon la valeur de I'énergie mécanique E_)... On remarquera que le systéme est
isolé (les forces sont intérieures).

Les deux mouvemnents circulaires sont évidemment synchrones (G, M,, M, alignés) et
s'effectuent donc avec la méme période T,. Il suffira — par application de la loi fonda-

mentale de la dynamique — de traduire que les masses m, et m, décrivent effectivement
des trajectoires circulaires.
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5. Solutich

1. L'énergic mécanique — dans le référentiel du centre de masse 9t — du systéme des
deux masses est la somme de leurs énergies cinétiques et de I'énergie potentielle d'inte-
raction gravitationnelle. Soit :

E, = E.+E, avec:
E = 1 =2 1 =2
« = 3V ¥ 3
- |
(v, et vy calculées dans %) “ M,
S 4
et E =- =+
v r
4 o2 4 T -
Onaavec r, = GM, et r; = GM;: G
-+ + 3
{mlrﬁmzrz =0 (G : centre de masse } M,
+ 3
r = FI—F|.
- - ﬂi. & -5 —?‘J‘Jz 3
Dot r; = T = ro (1]
H‘:II '|'J'J'!1 H'II '|'ﬂ!z.

Les trajectoires des particules M, et M; sont homothétiques dans %t.

*
. -+ - . . . * r
Les vitesses v, et v, s‘expriment alors simplement en fonction de v = m:
- HI. Y —% fﬂ_l EY
¥y = 1 &1 v, = — ¥,
FF‘Il +i‘l‘]2 "‘i-l -I‘-ﬂ‘]'z
. 1 my, ey —m,  #3?
Do E_ = -mz( ! 1.-') +-m]( ¥
2 m, + i, 2 m; + m,
1 mym; a3 ] 42 : , mym
E. == 2yt = v résultat classique ol L = L2 représente la masse
I, + m, 2 My + iy
réduite. Finalement :
1 my LN
Ep = 5———v!-4——| (2)
2y +my r

Cette énergie mécanique se conserve au cours du mouvement, le systéme étant isolé
dans le référentiel 3 galiléen,

# | POINT COURS
En appliquant dans %, le théoréme de la puissance cinétique au systéme des deux

MAsses, On a :
dE,
E = '3'|“+g'ﬂl.
I @, = 0 (systeme globalement isolé)
_ 8w _ dE; .
et P, = FTodrT: (E,, défini plus haut}

d'ou E, = E.+E, = cte (E,:énergie potentielle intérieure).
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* Le moment cinétique en G, calculé dans 3, est défini selon :

- p—— - . <+ = -+ =
G{G) = GM, Amv, +GM; amv, = myr av +mr, Avy,

. -+ - * I . .
Soitavec mir, +miyry, = 0:0(G) = myry Alvy—¥))

¥
E‘tentfnantcnmpledﬂ{I}Eldeceque1-_-':-l_": = %[F;-?,} = % =7
i
F(G)=——L2F AV | (3)
Fﬂ]+m!

&}{G} = U Fj A o constitue une constante du mouvement dans A (systéme isolé).
En cffet le théoréme du moment cinétique en G, point fuxe de 3, s'écrit :

da(G) 5 =
~pour M, : -—:“— =1, afi
do,(G) o =
—pour M, : ;t =r,af;.
Soit en faisant la somme de ces deux équations :
=3
d[r ) - nafitnafi=in-r)aff=raf,=0

. I <
(r et f, étant colinéaires).

- 1 3 —
On a bien dﬁdirﬁ“.l =0 ¢t donc EEG} = cste.
Commentaires

* Les relations (2) et (3) nous montrent que 'on peut réduire I'étude du mouvement & celui

d'une particule M de masse p = ichir: {masse réduite) distante vectoriellement de ¢ du

m, * L
point fixe GG. On peut alors considérer qu'elle est soumise & une force centrale (de centre )
associée i ['énergie potentielle E, telle que

EP=—L: ot K = %mm,.

Ce que l'on peut confirmer en remarquant que 'on a également :

5 ¥ . M
2 d=r, +
u% = m:-—d-T:' (cf. rvl:la.l::in:.'nn[I.“H:J'Jtr-l.'l_'||r et !_':]-. '—’:,f,‘,/

i

¥ t G
. 3 Fimm
Soit 11":3—!: = fi == r; Ch g _rEE:

= Le mouvement est plan (plan passant par G et perpendiculaire 3 E{GJ o encore plan
défini par 7 (0} et (0) ), dans le cas général.

* Le cours nows apprend que Ponoa un éat [ié (orbites elliptiques, voire circulaires) lorsque
Pénergie mécanique est négative., ..
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2, 3. Les points M, G et M, restent alignés a tout instant, M,
M, et M, décrivant des orbites circulaires de centre G et de
rayons respectifs K, et R,. On a alors pour M, :

X
O 5 Bmom, s T
niyay = fi, soit mya, = —o—u avec a = o-u,
]

Vi %Gmym
dot m— = ——-

'R, id?
Notons o la vitesse angulaire de rotation de M, (et donc également de M,), il vient
v, = wR, (respectivement v; = @R, ), d'oii:

Hm, G|
o'l = —r de méme wiR, = -

Soit en faisant la somme des relations précédentes (avec R, + R, = d}

m,+m 1
mzd=t§,( Idz 1)5N=EE{WJ+'"1} (4]

La période (commune) T, du mouvement de chaque particule est alors donnée par :

T, = 2% poi [T, = 2R
e’ v JE(m, + my)

Commentatres

La périnde des mouvemenis circulaires de M, et M, est donnée par expression :
32 m
M avecd = R, +R, et R, = 'R,
f@ [ iy 4 s ) m,;
Supposons maintenant que pr, =2 omy , déslors B, 22 R e d - R, desorte que lexpres-
sion de T, se réduita T, # 28R = (indépendant de nr, — tant que m, << m, }: 3 loi

de Kepler... S, _i

2. b. « L'énergie mécanique E_ du systéme vaut alors :

l 1
i Eml{mn|}l+im!{mﬂz}z—

T, =

Hm y 1

d

T
1l

&
E, = %uﬁm.ﬂi+mlﬂi}— ":;m}'

ar m R, = m, R, (Gcentre de masse), et d = R + R, d'oli:

1, Grntm,y

E, = Em""lﬂld- 7
1 m,m Hm,m 1

E, =1 1My g S [|= 2 nl')
2 "y + i, d My 4 iy

. | g B, m
soit E, = LM o p T

2my + my
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Exercice s1s

Ce résultat est conforme a celui du 1. puisque I?I = (dd. [Yautre part, en utilisant la
vileur de @ {relation (4)), il vient :

o 1%mymy Bmymy _ Gmymy . ,
E, = I B = Em—-T (E,, = 0: état lié).
On aici (mouvement circulaire) : 3
E, = —<E_ etdonc E, = -E,. :

“ 2P S

-+
De méme pour le moment cinétique, en notant k le
vecteur unitaire perpendiculaire au plan des orbites ;

36 = ul?le G

or "?" = d et Iﬂ = wd, d'oi:

Tk

g

*
FIG) = podk = |3(G)=m,m,

Onamy, = my=— = 1-10%

(24,96 - 10%)?

I
(E,ﬁ?- 1g-tt. m.u[, + E)Jz
4,46

T, =2n =T, = 4,06 10% s

et T, = 4,69 jours.

&4 Conditions de satellisation

Un satellite de masse m est lancé d'un point M, a la distance ry du centre O de la
Terre, avec une vitesse V. On note V), la vitesse de satellisation en orbite circulaire de
rayen rg.

+* e
1. La vitesse V est orthogonale au rayon vecteur OM,. Déterminer les caract&nstiques

de lorbite décrite dans U'hypothése ol il y a effectivement satellisation. Dans quel

domaine faut-il choisir le rapport p = 'IJE pour guil en soit ainsi ? On posera p = :RE
0 T

ol Ry est le rayon de la Terre,

On rappelle que pour une trajectoire elliptique de paramétre p, de demi-grand axe g,

d'excentricité e et d'@nergie mécanique E.,, on a (( désignant la constante des aires) :
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1.

(2 ~
P = a5 (M = masse de la Terre)

_qﬁumn

= . — @ty = Seerliniel

2. La vitesse V est peu différente de V,: V = V- (1+ ) avec € << 1, et fait un

—
petit angle o avec la direction perpendiculaire 3 OM, (dans le plan de la trajectoire).
Déterminer l'expression approchée de Uexcentricité e de l'orbite en fonction de o et e.

Ce gqu’i] faul saveir

..I 11-

« Champ de force centrale newtonien — Trajectoires circulaires et elliptiques.

Ce r:f-u."i] faut e:nm]:-rehdre

27,

1. Il faut traduire que la trajectoire est elliptique {état lié), et qu'elle ne rencontre pas
la Terre.

2. Pour € <=C1 la trajectoire est elliptique.

Selutieh

1. Daprés le théoréme du centre d'inertie appliqué au satellite de masse m pour une
trajectoire circulaire de rayon ry :

F1

W —+
mAy = mr—ﬂ = IIGI = SMm (M : masse de la Terre).
B ’n

Soit r,Vo = @M. (1)
La vitesse initiale étant perpendiculaire au rayon vecteur, la constante des aires vaut

4] i1
C = =2 = 1V etle paramétre de la conique trajectoire: p = ——
= oV etle par re conique trajectoire: p = Zo
soit oV? r [i v T
I = —=fyl=| -
P rnv; L] vu.
E A 2
tenposant = ;: | p=rgl
i - & o M | 1 {QM”‘I
L énergie mécanique du satellite a pour valeur: E | = E"N -
o
Pour une trajectoire elliptique de demi-grand axea,ona: E = —%;':m
2 o 2a
Or d’aprés (1) M = "n"'"i el :
2
2w _ VI_2V) = _aYe
i i
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— rl:l_ _El_ _
d'oi :1_2 ("l.-",,]] = 2-pu (2)
or p o= all -el)
_ul
d'oi fl=1—£=]—rﬂ].ll:-:z H
a s

el = | —pi2-pl) = (1-p?p
et e = |1-pd.
La trajectoire est une ellipse si E_ << 0 soit alors
vi<av
pi =<2
< 2 ce qui correspond biend e < 1.

Commmentaire

| La valeur limite p = 42 correspond A la vitesse de libération prour la distance r,
V, = 'Jri"'.-"u.' c'est la vitesse minimale permettant d'échapper & Pattraction de la Terre,
< est-d-dire correspondant a énergie E, = 0. _I

Ecrivons maintenant que cette ellipse ne rencontre pas la Terre ; il faut qu'au périgée :

r, = I—E}RT (e > 0)

.
lee=L£ = 2.p2
TRy TRy M
r
En posant p = R-q- et avec ¢ = |1 =p?, il vient |I-}13|-':p|.l=-l
T

* 1% cas :

1II%:Ij_:ﬂ'I::ﬂ-j.lz—l"::|3'|-|-1—|

o
;
ce qui est toupours réalisé puisque p = R—" = 1.
T
« 2 cas:

v._ —ul z_ ; 2 2
Vﬂ—u{i=:-l P =puc=1 sout j.l}p_l_l

Finalement, il faut done que : lllf% <p <2

pour que le satellite ait une trajectoire elliptique extérieure i la Terre, de grand axe
OM, de paramétre p, et d'excentricité ¢ calculés précédemment.

2. Avec les conditions données, la trajectoire est toujours elliptique

H o= =]+E-=iﬁ-
]

"t.!_-.ll_ﬂ

Lexpression (2) nous donne done ¢ L. 2—pt = 2-(1+e)
i

- —
Comme V' fait un angle ¢z avec la direction perpendiculaire 8 OM,, on a maintenant ;
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a
C=—= rg - V - coso
"

raVall + E)cosa

_ £ 2, ooed AT
pr= v rol 1+ £)° - cos~ct en utilisant (1.
On obtient alors :
& = |—£ = 1-(1+€)*- costat[2 - (1 +E)]
et = | —costoe (1 +€)3(1 -2e-g%)

L]
[
-]

1= costor- [1-(2e+e?)!],

Sictesttrés petit:  cos’d= | —sinfa= | - !

etavec <=1, & & 1-{1-a®){]-4&?)

et en supposant que € et & sont des infiniment petits du méme ordre :
et # af + 4€°
eE m.

Pour £ = 0 on aurait

¢t = 1 -cosder = sinfa

¢ = |sinc,

(3 Autre présentation du mouvement newtonien

On considére un point P de masse m en mouvement dans un champ de force centrale.
Létude se fera dans un référentiel galiléen d'origine 0, centre de force. On notera :

3 = 3
r = 0P, v vitesse de F, L moment cinétique au point 0, E (r) énergie potentielle
de la particule et E son énergie mécanique.

&
1. a. Que peut-on dire de E et L ? En déduire que le mouvement est plan.
b. On repére la position de P, dans ce plan, par ses coordonnées polaires r et 6.

Donner l'expression de L {module de f } en fonction notamment des variables r et ©
ou de leurs dérivées. dw

Exprimer I'énergie cinétigue de P en fonction de L, m et des variables w = ‘—l__ et a0
2. Le point P subit le champ gravitationnel d'une masse M fixée en 0.
a. Montrer que la trajectoire de P vérifie une &quation différentielle du type :

(8 s w-py = pr @

ol [} et y sont des constantes du mouvement que l'on exprimera en fonction de m, L,
Eet K = GmM,
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Exercice 517

1.

b. Montrer que l'gquation (1) est analogue 2 celle du mouvement d'un oscllateur harmo-
nigue non amaorti, et que la trajectoire de P est une conigue dont on calculera le parameé-
tre p et U'excentricité e d'abord en fonction de [ et y et ensuite en fonction de m, K, Let E.

c. Quel est en fonction de i le rayon 7, d'une orbite circulaire ?
Donner en fonction de K et r, U'énergie associée a une telle orbite.

Ce qu'i] faul savoir

11.

« Mouvements i force centrale.

+ Oscillateur harmonique libre non amorti.

Ce qu'i] faut comprendre

15.

1. Résultats classiques du cours.

2. a, L'équation a éablir doit traduire la conservation de I'énergie.

Selutien

1. a. U'énergie mécamique est la somme de [énergie cinétique et de ['énergie
potentielle : E = %nwi +E (r). La particule P est uniquement soumise & une force

centrale associ¢e & I'énergie potentielle E (r). Le théoréme de la puissance cinétique
a'écrit alors -

dE, oy dE
P = [ . = = —-E A .
N P =fv T (par définition de E )

ol E +E; = constante et E = E, = constante = %mvﬁirﬁpl:rn}.

* Le théoréme du moment cinétique appliqué en O donne :

cIE — — ¥ 3
P AMLO) = OMaf = 0 (laforce est centrale).

=¥ =¥ =¥ —p =3 = —p .
Doir L = Ly (avec L, = OPy A mv, non nul tant que v, et OPF, ne sont pas coli-

néaires ). Dans le cas général, la particule se déplace donc dans un plan x passant par O

- — =
et perpendiculaire & Ly (0P, L L;). Deux intégrales premiires du mouvement sont

+ =
fournies par les équations E = Ej et L = L.
- — > — = . :
1.b.Onal = OM A mv avec OM = r;::, ety = r;r:-l- rﬂu_}ﬁ
TR s . 2 .3
dotv L = ru amiru +8u)=L = mribk

+ -+
{k, vecteur directeur de L, est perpendiculaire au plan 7).

Nous avons E, = :ﬁl’ruv! = %m{?li- 8%y,
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(%) ]

L
2. a. L'énergie potentielle prend la forme E (1) = —ﬁ"—:M = —Kw. Laconservation

Soit E .= £[wl
Im

de I'énergie mécanique se traduit par I'équation :

L? 3 e
ﬂ[“’ +[dﬂ}] Kw =

. dw? lniK ImE
dou (ﬁ) Wt s T

soit encore (d_1+r)1+(w_m_£{] amk | mK . [ﬁrtl +EEL2)
d L2 L L L? mK2)

I
(54}

F
lhvi SMK g 2B
vient B 7 et Y=1+ 5

et [E] +(w=B)F = By, (1)

2. b. Sil'on considére un oscillateur harmonique constitué par une masse m et un ressort
de longueur a vide [, de raideur k et de longueur x, la conservation de I'énergie donne :

1 -2, 1 2E
mezi-ik{x—![,)‘ = Emxl+voix-)? = = @

L'équation différentielle en w( ) établie au 2. a. s'identifie 4 (2) 4 condition d'y faire @, = 1.
Onadonc w-P = Acosf+ Bsin®

on w= B(l+ecos(B-0)) = JII%l{l +ecos(B-8.)) (3)

Commentaire

51 I'on avait dérivé (1) par rapport a @ on auwrait obtenu :

d? W
T +w = [i dont la solution générale est bien donnée par "expression (3)... _J

Reportons I'expression (3) dans (1) en remarquant que ﬂ—: = —[esin(8-8,):

fiefsin®(B-0,) + fPefcos?(8-0,) = PPy= e = v,

On a donc obtenu : p= I%' et el=
[Voi les expressions fournissant le paramétre p et l'excentricité e de la trajectoire conique ;
L2 2EL?
F= m ct =]+ -_mH‘!
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2. €. Le point P suit une orbite circulaire s sa distance au centre O est hixe, ce qui implique
w = constante et donc ¢ = 0. Dés lors, en notant r, le rayon de la trajectoire, il vient :

1 L2 mK?

rl_.=E=m—Kr:tE=—m (e=10)
K
SOl E——E

@ Interaction coulombienne repulsive

1. Une particule P de masse m est soumise, 'I._I'}
dans H galiléen, 3 une force centrale répulsive 0 z
de centre O ﬁ_::e : . b ‘ = ®
mK= -
F = —u (K=0). el iiiiciiaas e
r 0 x

Initialement, la particule est & l'infini avec une
e
vitesse V;, le paramétre dimpact est b (cf. figure).
Déterminer la déviation subie par la particule (les forces gravitationnelles et de
pesanteur sont négligées dans tout Uexercice).

Indicotion : on pourra intégrer = par rapport au temps - ['équation vectorielle tradui-
sant la loi fondamentale de la dynamigque pour la particule P, puis projeter sur les axes
Ox et Oy.

Application :

-+
La force F résulte d'une interaction électrostatique due 3 une charge O fixée en 0
(g0 > 0). Quelle valeur K, doit-on attribuer au coefficient K ? Que devient la déviation ?

2. On revient au cas précédent, la charge Q initialement fixe étant maintenant libre
de se déplacer (sa masse est M).

a. Que peut-on dire - a partir des lois de conservation - dans le cas particuliérement
simple gl m=M 7
b, Cas général (m = M) :

Y
@) On se place dans le référentiel 3 du centre de masse G et on note ' = GP. Mon-
>

+ +
trer que la force F subje par Psécnt: F = I:'.';r Exprimer K" en fonction de K; et
m
du rapport h

B) Soit @' U'angle mesurant la déviation de P dans 9it;. Montrer que l'on a :

nK
Pl ool My
ta"(z] - .,gb(“H]
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¥} En déduire une expression donnant tang (@ angle de déviation de P dans 3) en
fonction de ¢ et de E Commenter.

Selutien

1. Le point matériel P est soumis & une
force centrale répulsive, le centre de force
{point O) étant fuee dans le référentiel
d'étude.

Le mouvemnent est donc plan et la tra-
jectoire hyperbolique (O est un foyer).

—5
Notons V', la vitesse aprés interaction (particule i I'a infini » ).

=
Il y a donc conservation du moment cinétique E{D}, soit en désignant par & un vec-
teur unitaire perpendiculaire au plan de la trajectoire

— - — -+
E(G} = 0P amV = lim (OP AmV).

e s
_’
[Yoil F(0) = mV, bk.
D'autre part 3{{)} = ritA m:l[r"u_t+ rﬂ;;] = rurlﬁlli.,r‘r {f}: a_}}
Soit P8 = Vb (1)

La conservation de |'énergie mécanique implique celle de I'énergie cinétique pour r
« infini » {on est en dehors du champ d'interaction de la force).

D'ois V, =V, (2)

- =
La déviation de la particule se mesure par langle ¢ = (V,, V), Bvariant de la valeur 0
-+ -3

4 la valeur 1t - . Ecrivons la loi fondamentale de la dynamique : m% - mKi;
"

Intégrons cette équation entre les états limites « avant interaction » et « aprés
interaction »

.
YAV = k[Tt
CE
ap = —  —3
or dv =V, -V,
i de - 46
I =+ di _
etavec (1) - al v"&]‘ u d (daprés(1): = = E-— v, bd&]
— A=y

Nous avons done V', - ‘u’,:, u,(B)d8.

vuaj-
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Projetons sur les axes Ox et Oy

- -+ =
(u, = —cosBu_+ sinBu ):

x-9
Valcosp=1) = "u"ibjn cosBdB
1l

Vysing = o ;""s;nadﬂ
H]

T=_
2

Vy(cosp-1) = vib{—sinip} = sin?
i

Soit :
. K L K

W = —(]+ 108+ = ——Costs

SN ".e'“b“ COSM ) = 5N 3 COs J vﬁbms 3

Les deux équations sont évidemment identiques et se résument a :

tan[?] = % (3)

La déviation est d'autant plus forte que le paramétre d'impact b et la vitesse V), sont
faibles et que la constante de force K est élevée, ce qui est cohérent.

Application : le champ de force est le champ coulombien répulsif, on a donc:

P aQu

T dme,r?

2. a. Ecrivons les lois de conservation de la quantité de mouvement et de I'énergie
mécanique du systéme des deux particules chargées, dans le référentiel d'étude sup-
posé galiléen, entre les états « bien avant » interaction et « bien aprés » interaction,
états pour lesquels les particules sont a I'infini et infiniment distantes 'une de "autre.
Dans ces états, I'énergie mécanique se réduit 4 'énergie cinétique. Dol

— 3 — —
mVy,+0 = m‘l-"q{apJ+ MVglap)

1 1 —*: 1. —*i
mVy+0 = smV, I{ap]-hEM‘k'q {ap).

!
2 2

. —# —F — z ¥ J
Soitavee m= M=V, = ‘v’q{np]+\."q{ap]n et V= ‘u',‘{apj-b".’ql[ap]l.
- = e : 2 2
Et en éliminant V,: [‘k’*{ﬂp} + ‘U’Q{ap}] = E-’lr{ap] + VQI:':IP]-

o — S
Soit hinalement Vlap}-Vglap) =0

Les deux particules repartent aprés interaction dans des directions perpendiculaires
{résultat classique pour m = M indépendant de la nature de l'interaction).

2. b. @) Considérons le référentiel du centre de masse J -, ce référentiel est en trans-

—3
lation par rapport au référentiel galiléen d'étude avec une vitesse V. telle que
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- 3
= mVy+0 — m =

V. = = YV
G m+M G T maM'D

— —
(Vi = constante)

Jt. est donc galiléen. Dans ce référentiel, la charge q est P

= (q)
soumise i la fun.‘ti:} = 4Q 4 avec r = "ETI}"I

e, rl
Oor GP = M SP (4} {G bar tre) tttTT T
T om+M yeemire). 5
Posons r* = GP, il vient r = (1 + ﬁ]r'. et: Q)
; = H—-.I_I:.Lﬂ-.-_l_“;—r

m i
4EED[1+E]

On est alors — dans 3t — ramené au probléme précédent avec un centre de force fixe
placé en G, et une constante de force d'expression :

K.l' - q':! KJ = I{I.‘.I
4dTE m(l + ﬂ)l [I + E)z
v M M

2.b. B) Dans ce méme référentiel, la particule g va subir une déviation d'angle @’
donnée par la relation (¢f. (3)) :

! K" . . .
I-:m[E) = ——, il reste donc 3 déterminer les paramétres V;, et b’

2 vi; bi

* Pour Vy, appliquons la compaosition des vitesses dans le cas de la translation

—5 —s  —% —s —  —3
soit V= ".F,; +V. = "u.-’lgI = V-V

=2 = mo M = ; M
@ W W= W W, = ¥ V..
' ¢ = Yo m o+ M o= m+M ? b= m+M ?

+ b" s'obtient 4 partir de b par une formule barycentrique identique a (4).

W P — M
dol b = Bm M
Finalement : tan(?] = < K )
(] +ﬂ] véb;
M I+ ]3
M
’ E.
Soit : ran(i] = —“[1 + EE] (4)
2 "r’ﬁb M
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2.b.7) La déviation cherchée dans le réfé- y

rentiel d'étude %, o initialement Q) est j,‘ o -

immaobile s'obtiendra aisément en compo- : V (ap) _' ....,\fg.

sant de nouveau les vitesses, Aprés interac- ; Vi

tion, on aura :

— —  —3 : o’

Vi lapres) = Vg + Vi avec Vi =V, 0 e ;—
Ve

. . ; 5 = =+
Soit en projetant sur les directions u, el u,

Vi {aplcosp = Vi + Vicosg’ "
| ct*Va = tan(g) = sind (5)

Vi
Vi :]+ cosp’

V (aplsing = Vising’

Or —, = ﬁ d'oil une déviation ¢ telle que :

. r - K
tan{@) = L E— tan[%] = Tn{l +EJ

It v Vb 1% |
— + 005 0
M P
Commentaire
Un calcul utilisant les relations entre sing”, cosg’ et |:.1:(% :] donne aprés simplifications :
2K,
Vb
tang = - -
1- Ko g m K;
‘L’* Hz"n.-’*h

K,
* Pour m <3< M, on obtient tin('g :J# — (cf. relation (4)) et Vo << V] ce qui impli-
Vb

que (en fait pour — f costp” ), of. figure, 9 ~ ", soit finalement

I'»'I

Ky
rang = —
vy "k
comme il se doit. En effet, 4 la limite o0 la masse M est trés grande devant m, on pourra

considérer en premidre approximation qu'elle resee hxe.

, m ¥ ) v
'P“"'"”=Mr“"ﬂ1*u-m+m ,-,—Tﬂ‘h"“ = V) =T“. i
v - __,..' f &+ . —|- _)

[ autre part, dans ::!-H'L; M"h"u -I-m‘iu’rr = 0} soit,pour m = M, V;, = _'H.Fq .

¥
+ = =
Wou le diagramme des vitesses dans 31 en se rappelant que V = V' '+ V.
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"u"; = Vliﬂ' = E J — A
if 2 yrq{ap} _’:'
Vi ".-’,1
OC =V, = 5 2
L ¢’
0 i C
Do
3
‘l."m
—¥B
Viglap)

C est le milieu de AB et le triangle OADB est rectangle en O (OC = BC = CA), on a
donc, dans ce cas particulier, un angle de IE: entre les deux directions de vol des parti-
cules apreés interaction.

L CHREEIEN

(%) Météore traversant un nuage peu dense

=+
Une particule M de masse m est soumise a un champ gravitationnel central 4 (de
centre 0} tel que :
2 7
Hir) = —I'!:—3 pour r>=R
F » @
savec r o= 0OM et r = |r| K=10.

+»
-+ r
“ir)=-K= pour r<R
R3
1. A un instant ¢, la particule se trouve en un point M, Jp— My.<a
{OM; = R) et sa vitesse 'F; fait un angle c avec le rayon vecteur .~ FI" 'II_-;
: 4 Yo
—3 4 il 2K ; - '
OMy. On prendra 0 < o< T et V(= figy < ve= 2 g
v g
On posera ) = —.
V. maen ‘

a. A quoi correspond la condition V, < V,?
b. Caractériser la trajectoire suivie par la particule tant que r reste supéreur a R.

On rappelle que pour une trajectoire elliptique d'éguation polaire J'E: = 1+ecos(B-0,),
ona:

k4
p = % (oo mC = Ly avec [:, moment cinétique en 0).

o=

PEE (o = demi-grand axe de l'ellipse).
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Dessiner quelques  trajectoires  (prendre par exemple 7 =09 et
a = {05;08;10})

2. La particule se trouve en un point M, (OM,; = R} et sa
vitesse El"i de module V;, est maintenant onentée de telle ﬁ
fagon que {f:, H—!i':"]' = avec0<f< Ea '"JI{E}B I Hl’
a. Determiner la nature de la trajectoire suivie pour la par- ~'*.“ “."I
ticule tant que r reste inférieur 3 R. Sremmaet

b. On peut montrer que la particule recoupe le cercle de
centre O et de rayon R en un point M} tel que (OM,, OM; ) = y avec:
2nsin2p
1+ 2n2cos2f
Vérifier la cohérence de cette expression.
3. On se replace dans les conditions du 1. Décrire le mouvement ultérieur de la particule.
Tracer la trajectoire pour 1| = 0,9 et o = 0,5 rad.

tany = -

1 Selutien

q.
_I
1. a. La particule M se déplace dans le champ “&(r) = - K:%‘

. . . . mkK
11 lui est associé une énergie potentielle E, = - —:

La conservation de 'énergie lors du mouvement s'écrit

E, = %"w‘-pﬁp{f} = E, = %.m"'.’;-l-Ep{rn}_

Or la force est centrale attractive et de type newtonien. La trajectoire reste a distance
finie (état i) pour E, < 0 soit pour :
1 mk 2K

imvﬁ—T <0 = Vy< = = Vy < Vi,

La condition ¥V, <<V traduit donc que la trajectoire restera bornée (trajectoire elliptique).

1. b. D'aprés ce qui précéde, on obtiendra donc une portion d'ellipse d'équation polaire

'r; = |+ ecos(B=8,), ol pet ¢ représentent le paramétre et excentricité de |'ellipse
{grandeurs prises positives),

. ch o .
* D'aprés le cours, ona p = € o C est la constante des aires,

C = RVsina (C= [OMyAV )= p = ._.?Rf'l_

Yol
Et E = E(TT:] sino
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+ Le demi-grand axe a s'obtient par E, = - % soit ;

1 : mk mK 1 : 1 1 ] 1 R]

-y —— = = N == = m= — |«

1rlu TR P = 3m 0 2m‘l.-“, 2m".-'f.(zlﬂ

vy
S’Dit _{-_zﬂ = E E't d = E-.;r:
Vi 2a 2 | _(E)
Ve
d'ob a._1 | @
R 2(1-1m%
L'excentricité de |'ellipse trajectoire est alors fournie par 'expression a = I P ;
=¥
soit 2 =1-F
a
2gin?
el = 1- In“sin‘o
()
2(1-n?)
et e =1 =dn¥(1 =nd)sinfa | (3)
Enfin, déterminons I"angle ¢ définissant la .
position du grand axe de Uellipse (dont le ;\“ .
périgée se situe a l'intéricur du cercle de e : S
centre O et de rayon R.) la trajectoire a S F&? l‘.l
pour équation, en coordonnées polaires, TS O -
g = | +ecosB (dans un premier temps, ”n‘“‘_"_‘_:‘,:.;_/_}
avec les conventions adoptées (of. hgure) @ u;
8 augmente,
 _F
P "R
Dol B = l+ecos({M=0) = cosp = —— (B=m-0)
€
— 11 2in?

soit cosp = —l-andna (4)

J1 =431 -1 3)sinla

Donnons quelques trajectoires pour 1) = 0,9
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Exercice 519

&
2. a, La particule M est soumise a la force F = —Eﬁgf;: (oscillateur harmonigue spa-

tial de centre ). L'équation de son mouvement est donnée par :

m.ﬂi? _ _Kmao d1?+ Ks _32
d,.i! B3 * dtl 1 "

Posons (1° = % (£} n'est autre que la pulsation angulaire du mouvement circulaire

j_"
de rayon K._.), il vient : i—r:+ﬂ‘t? = 1:': (3}

La trajectoire décrite par la particule est plane (force centrale, plan défini par OM, et

—i
V) :c'est un arc d'ellipse de centre O : en choisissant pour axes OX et OY les axes prin-
cipaux de cette ellipse, I'équation (5) donne, en projection :

PX L0 = 0= X = X cosQ(t—1,)
det

d*Y | .2 :

--lr—1+ﬂ Y=0=Y = Y,sink2{1-1,).

2. b. La particule ressortira du disque de centre O et de rayon R au point M| symétri-

que de M, par rapport i I'axe OY. Le rayon vecteur ¢ aura alors tourné d'un angle
W = n-2&. [Vapresle texte, ona:

tanyf = _M— (a)

1 + 2n‘cos2fs
Vérihions la cohérence de cette expression. LTI
—pour § = 0, la particule quitterait le disque au Sow=n A
int M{ diamétralement i Mii oy YaM,
point M| diamétralement opposé, ce qui impose - i -~
W = 1t pour [} = 0 enaccord avec (6). /

= Pour V,, suffisamment grand {%m‘u’: e MTK,

sait 117 =2 1), la particule présente un déplace-
ment quasi rectiligne. Elle ressort en M| tels que
W = t— 2 (cohérent avec (6)).
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- Pour f§ = II_: la trajectoire a pour équalions
paramétriques :
X = Rcos{dt
vV
Y = ﬁjs[n (1.
Cette trajectoire est effectivemnent intérieure au

v
disque de rayon R pour 2 R, cest-d-dire

(¥
2 2
2V
i 2 I 2
< _— < 1,
R [-'.=avz 1 =1In 1

[

On doit donc avoir @ — 1 pour  — E quand 21? < 1 ce qui est également vérifié,

3. Dans un premier temps, la particule

—
décrit I'arc M EM, de ellipse de foyer O
caractérisée au 1. b. Elle revient sur le cercle
de rayon R en un point M, symétrique de

M,, par rapport i I'axe OE de cette ellipse. La
conservation de I'énergie implique { puisque
de plus OM, = OM; = R et donc

Ep(M,) = E (Mg)}:

H—I-

\"Ll = V.
[Yautre part, la conservation du moment

_}
cinétique va se traduire (puisque I‘lﬁ" =V,
—_— =

par (OM,.V,} = -, (g figure).

On est alors ramené au cas traité i la question 2.

——
et la particule décrit 'arc M, M| de l'ellipse de
centre O, le rayon vecteur tournant d'un angle y
(f = @)

LRSS S
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Exercice 520

— —s
La particule ressort en M| avec une vitesse V) telle que I‘n"'; I =V, (conservation

de I'"énergic) et {EE'ET, E} = @ [conservation du moment cinétique). On est alors
ramené 4 la méme situation qu'en My, la particule redécrivant un arc d'ellipse de foyer
O obtenu i partir de 'arc M EM, par une rotation d'angle A = 29 +y.

D'oi le dessin :

|
=
i

= 09 |y =144°

=
I

@ Marées

1. On considére deux masses M (m,} et M,(m,) formant un systéme isolé en inte-
raction gravitationnelle. Elles décrivent des trajectoires circulaires (autour de leur
centre de masse G) dans un référentiel galiléen Ji;. Ona MM, = D = cte.

On appelle 3" le référentiel en translation centré sur M,. On étudie dans 3" le mou-
vement d'une particule de masse m dont on suppose qu'elle ne perturbe pas le sys-

téme (M,, M.},
a. Montrer que la loi fondamentale de la dynamique appliquée dans 3", i la masse
=¥
. + —% +
m, sécrit: ma” = - ’! L s mBG = m(G, +8G)

+ — '
avec r = MM, le point M désignant la masse m.

A
On montrera que le terme « perturbateur » G qui tient compte de la présence du
corps M, peut se mettre sous la forme :

3 Gm,aer
= 52 (5)
_‘.
Dans le cas ol L'on a r <<<D, montrer que la fonction vectorielle F s'écrit au premier
=
F
ordra en 5

—
M, M,

(“u)n *:=m*-

e
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b. Application numérigue :

Calculer la valeur du rapport "—EIG—"T pouT = D = 1,66 - 10~ (D = distance Terre-Lune,
G,

Toge = Ry rayon de la Terre) et "mﬂ = 1,22 - 10-? (rapport des masses de la Lune (m,)
et de la Terre (m,)). :

2. Approche simplifiée du phénoméne des marées. La Temre est assimilée & une
boule rigide de centre T et de rayon R, recouverte sous une faible &paisseur par de

l'eau. Il s'agit de déterminer la forme de la surface libre en tenant compte de la seule
influence de la Lune. On fera donc les hypothéses suivantes :

* e systéme Terre-Lune est isolé, et la distance D séparant la Terre de la Lune est
constante (la Lune est assimilée 3 un point matériel de masse m, et on note m; la
masse de la Terre) ;

* Une masse &m de fluide est soumise 3 Uattraction terrestre, 3 celle de la Lune ainsi
—p
qu'aux forces de pression de résultante ﬁfn telle que

E - radF
f, = p Tg

Pg = masse volumique invanable de l'eau supposée incompressible).

3. On se place dans le référentiel 3" centré en T et en translation par rapport au
référentiel galiléen du centre de masse du systéme Terre-Lune. Donner l'équation tra-
duisant l'éguilibre de la masse &m dans ', On utilisera les résultats du 1.

b. On suppose que l'eau est en « équilibre 3 chague instant » et que U'on peut appli-
quer le résultat précédent.

o) Montrer que la force perturbatrice liée 3 [a Lune peut se mettre sous la forme :

— — &
of, = —dmarad Vu( r).

On exprimera Y, en fonction de g, m, D,
r=TM (le point M repére la particule fluide) M.
-4 — "\ p
et de langle ¢ = (TL, TM).
. . s T D L
Indication : on pourra projeter &f sur les

. - =
axes cartéswens Tx, Ty, Tz (u, // TL).
B) En déduire que la surface libre est associée A ['équation :
Him
Vilrs) + Vplrs, ) = cste ad Vy(rg) = ——.
g

v) Montrer alors que la variation s{p) du niveau de l'eau (par rapport & une Terre
sans lune) s'exprime sous la forme :

im R RY
5 == E——{Ecus*q:u 1.
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Exercice s20

A cet effet, on notera r(¢) = Ry +s(@) (R; rayon d'une Terre sphérique recou-

verte d'une épaisseur d'eau uniforme : Ry = Ry ) et on utilisera le résultat du 2. b, B).
Ron?

On tiendra compte de ce que : Iﬂ'[—T] ==1.

my\ D

) Application numérigue,
Donner dans ce cadre d'hypothéses :

* |a hauteur / du marnage {différence entre le niveau le plus haut et le niveau le plus
bas) pour un point situé dans le plan équatorial {on supposera que la Lune reste dans
ce plan). On prendra Ry = 6,4 - 10° km ;

* [‘intervalle de temps séparant deux marées hautes consécutives (on considérera que
la Lune a dans 3" une trajectoire circulaire autour de T de pénode T, = 28 jours).

Commenter les résultats obtenus,

Se]ution

1. a. Le systéme M M, forme un systéme isolé en
interaction gravitationnelle.

La distance M M, étant invariable (MM, = D), les
masses i, et m, décrivent, dans le référentiel Hi du
centre de masse, des cercles centrés en G.

On a dong, dans 8., : m ,;{M. =

« On étudie maintenant le mouvement d’une masse m
mmy et m<= m,) dans le référentiel R’ en
translation circulaire par rapport a 3.,

Ce référentiel 20" n'étant pas galiléen, il est nécessaire d'introduire la force d'inertie

. 3 =¥ Y T =p
d'entrainement [, = -ma(M,) = - E W
Appliquons la loi fondamentale de la dynamique a la masse m située en M
- b
(F =M (M), en tenant compte des forces de gravitation exercées sur m par M, et M, :
= —
a, Hmm,r " M.M =
ma = - =ammy———+..
r SYRYEREL
+ - 3
. 5, Hmm,r MM u
Soit ma” = — + | - Smmy——— - "Smm,— |.
3 "M, M? ‘o
— —
I'HGI l'lTﬁ'U
—_—
+ MM
D'oit: 8G = —Bm, | —— + —
fl MM D2
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or  M,M=MM-MM, = r -Di. 2 M
S M, P M,
- - ' H
Et G = —‘ﬁrrtl{ r - Du 3+i!} L :
I7 -pil* P = D ‘
[ -
(#-5)
. +  Him, D/ =+
Soit encore: &G = SR ?IH_“ (1)
H==

. —+* “3 ﬂl'z ;?
Le champ perturbateur est bien de la forme 8G = F(E] avec

=&
1

|
=4

P
i
=4
|
g2

(2)

=l Il

sl
—

Il =] R F®

Supposons maintenant que r <= D, et développons Pexpression (2) au premier ordre

r
- lors :
an Dés lors
. B2 =P =32 —#*
= (35T = () By
s 7P D D D D
J-l'-'ﬁ
=
=¥ F
”_ﬁ =¥ ? :51_:1_'} r ;} 3?-}
. | 55 = (-5 5+ ol5) 7 -5+ T )
“°D

N +

o r + ryor
Soit fnalement | F( 5] # 33 D]_E (3).
A cette approximation, le champ perturbateur s"écrit :
+ G
8G = —2[3u(ur)-71| @
=+ H M
1. b.Onalsd] = L?Jri-rg[ﬁ?f-ﬁiﬁ?f /(p

lsdl =

03 ,.'l'r“z + Irfcos*o.

Gm,lr

“Gm |.'5c;m“ D m oy
e w e -8 )

Dol ”EG
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Exercice s20

Applcation numiéngue :
4
IE‘GIn.uu
e
It
. 3 —
On a bien "EG max IG,‘ et l'influence de M; sur le mouvement dans 2t" de la
masse m peut effectivement étre traitée en terme de perturbation.

= 2-1,22- 10 x (1,66 - 107%) = 1,12- 1077,

2. a. Le systéme M, et M, de la premiére question est ici remplacé par le systéme Terre-
Lune. La masse dm joue le role de me. Elle sera en équilibre dans $t" (repére en trans-

lation lié & la Terre) si la résultante des forces appliquées est nulle, soit en tenant compte
des résultats du 1.)

& - — -+
0= 5}'},-1- am{ G, + 6G).

Soit :
— =
8=-Loradp+G, + 5G| (5)
Po
— B — + Yim
Avec “--‘Jr.: (7 =TM) e -‘:‘-G#Tﬁﬂf??}—?t

—
b TL = Du.

= -k =3 xk
2. b ) 11 faut montrer que 8G = —grad Vi(r ).

Introduisons 'axe Tz et un repére Txyz. Alors,

3A(UT) =T = 32, - (xu,+ yu, + 2it,)
- -+ = —
= 2zu, - (xu,+yu,) T =+ - L z
dV Gy dVp iy €=t
e e Tl s T A
dV, E'f:-'ﬂli,_1
Tz T DY
- : Bmy x4 Gy,
oi Von peut prendre : Viix, v, 2) = F[—Tﬁ-zl) = ﬁ?{ﬂ—i‘pzl}.
Or z = rcosg, soit: -/J-{, M
P
S -
Ve(r9) = soiri(l-3cosig) | (6) T L 2

—* &
2.b.f) Le champ gravitationnel G, peut étre également associé au potentiel V, = — e
L'équation {5) traduisant « I'équilibre » de la masse d’eau 6m devient {p, = cste ):
- —r P
0 == ad[FT + WV, (r}+ Vylr, q:}].
]
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La pression au sein de I'eau en « équilibre » se traduit ainsi par I'équation ;
F’E + WV, (r)+ Vulr,p) = cste.
i

Et la surface libre, associée & une pression uniforme (atmosphére} P, admet pour
équation :

Vilrgh+ Vilrg, @) = cste  (7)
Pour une Terre sans Lune, on aurait Vp(rg, ) = 0 et V,(r) = cste, ce qui corres-
pond 4 une surface bien évidemment sphérique pour le modéle présenté ici.
2.b.%) Notons By sonrayon (Rp = Rp).
La présence de la Lune modifie cet état et pour un angle @ donné (symétrie de révolu-
tion par rapport & l'axe TL), on note ;
relip) = Ry + s{p) avec s{o) pgrandeur algébrique trés petite devant Ry.
L'équation (7) donne alors :

Him W
" (R :s}" Sy (RE +9)%(1 = 3cos’p) = ce.
: .

Et en tenant compte de ce que |s| << Ry et en ne gardant que les termes du premier

ordre par rapport 4 la variable s :

Gimy $ Gy 2 15 1
—H[I -5 ]+ﬁnT (1 +E)“ _3cos'p) = cte.

Do

:
miy Ry

R
J_{ i P (1 -3cosip) = cte,

Rrt -—-ﬁ-j—-{l—Sr:mlq}} }+

e

¥ i
m,_ RT 3 A . A 5o a
Or ‘%l < 27_('[?) << | {¢f. Application numérique du 1. b.), d'oir:

¢

E] 1 L( : '|')}
— = L = e — 3- e d - 1 .
= e + | (3cosigp-1)

Il reste & traduire, pour déterminer la
constante, que le volume d'eau n'a pas

varié. Or l'élément de surface 85 s'est y
= Ry sing dop dy

. : < e
algébriquement déplacé de su_. Soit une - R{-‘t 50

variation de volume :

BV = 585 = R} 5801,

Etau total: 8V; = Ry’ [s8Q.
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Exercice s20

s me dépendant que de @ on peut prendre 842 = 2nsingdg (y:0— 2r), d'oi:

2 ¥ ;
BV, = RS 1uj s{@)sinpdep.
]
On doit avoir 8V = 0, ce qui impose rﬂ.’ @)singpdg
]
x R
or j (3costp - 1)sinpdy = j (1 =3cosie)d{ cosp)
i} Li]

R
= [cusw—ms-‘tp] = 0,
[

On doit done prendre cste = 0, ce qui donne finalement (avec Ry = Ry ) -

Fl
#—Im—R—{Jcﬂsl =1)
2me D

2. b.&) Pour un point N dans le plan équa- Ny
torial qui contient la Lune {cf. énoncé), D
ona: s, = sip=10) = s(g=n)points N:mm

N, et N, T N,

§ i = b[q} = E) points N, et N,. "N,

on

-I
h = -5 = B o _
1= 3 [ D [[3 1)={0-1}]

|y,
Mmax min 2
sy

it R
§_L —' =+ Iy # 54 cm.

[Yautre part, dans la modélisation
retenue icl, I'eau forme un bourrelet
d'axe TL qui tourne dans %" a la
vitesse angulaire o, alors que la partie
rigide de la Terre tourne & la vitesse
angulaire ;. Le point N, lié a la Terre,

et contenu dans le plan équatorial, voit
le niveau de 'eau s'élever de s(t) avec
@) = (wpy—my it [on a considérd
gquat =0, N est situé sur 'axe TL entre
Tet L) soit :
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1my Ry 3
i(t) = im—T- I:T-Hms (g —ay Jr—1].

Dans ces conditions, le phénomeéne des marées présenterait une période T, définie
selon :

f Ty 1

n m 1. Ty

Ty Ty

Hwor-o)T, = =T, =

-
T
or Ty=24heures et T, =28 joursd'ol

Ty =12 heures = T, = 12 h 27 min.

|

28

Commentaires

On observe bien des régions de la Terre ol les marées sont semi-diurnes (c'est ce qui se passe
sur les cotes atlantiques frangaises). Mais cette périodicité n'est pas valable pour tous les
points du globe.

Par contre, le marnage est trés influencé par la forme des cotes. Ainsi certaines baies forment
des cavités résonantes qui entrainent des valeurs de b beaucoup plus devées (baie du mont
Saint Michel).
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POINT COURS

Soient deux référentiels #(0, x, y, :] et (O x" 9", : *J. M étant un point en
mouvement, il posséde une vitesse "e’gu[M] dans 3 et ‘-fg (M) dans 3", La loi de
compaosition des vitesses s éorit ;

— — -

Vg(M) = V(M) +V (M)

La vitesse "n-_":{h'l] encore appelée vitesse d’entrainement est celle dans 3t du point
coincidant avec M et appartenant 4 31",

Dans le cas d'une simple translation (pas forcément rectiligne uniforme) on a
V(M) = Va(0').

Le mouvement de translation est caractérisé par le fait que les directions d'axe
O'x", 0y, 0’2" restent fixes dans R, le mouvement dans %t du point O’ étant
quelconque.

, L3 _} =3 = .
OnawiV, = V, et v{hallt.-""-ﬁm} = =V u, (Ozverticale ascendante),

. —
Sent : —‘ln-"lu = ‘h"{b.:l“f.-"mmm“:] ‘h’ﬂ

-+ -
et Viballe/®,_. J= =V i - Vyii.= V!
z l — i
Fig. 1 Fig. 2

Vv,

La balle rebondit symétriquement en conservant le module de sa vitesse, d'oli :
1=
o= o et (V) v,

Il revient au méme de dire que les vecteurs (A, '*’;: ) etiA, ‘l-F } sont symétriques par
rapport a la seconde bissectrice (¢f. figure 2), ce qui imp-]iqu: :

Vie = =Vi e Vi, =-V.
Soit encore Vi, =V, eV, =V,

- YT —» -
DVoi aprés rebond, et dans 9" V] = Vo + Vou .
Il reste & repasser dans 3, en appliquant de nouveau la loi de composition des vitesses.
—..
Diésignons par 'V, la vitesse de la balle, il vient

- —»

Vi= V4V,
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=3 5
Dou:| V, = (V, + ‘l.-"n}u_:+ Vs,
Commeniaires
*Pour V, = 0 (voiture immobile dans M}, on obtient : F
—_ 1|45°
v, =V, u, cequi est évidemment le résultat attendu, 45

* Pour V', — 0, on a bien :

dans R, . dans 3,

* La représentation classique du rebond élastique sur un obstacle n'est géométriquement
simple que dans le référentiel o I'obstacle est fixe, d"odi 'intérét d’opérer le changement de
référentiel correspondant.

* Les origines précises des deux référentiels utilisés n'interviennent pas ; pour exprimer les

vilesses par leurs composantes, les vecteurs unitaires ne_]',c et E: suffisent, et on peut utiliser
la méme base dans les deus référenticls.

* Natons que sous ['effet du choc la balle, malgré une vitesse initiale faible, sera projetée i
une grande distance car sa vitesse aura considérablement augmenté {(prendre par exemple
Vi=5im-s'eaV,=10m-5" = ¥6km-h')

Bien siir, il v a conservation de I'énergie et le gain en énergie cinétique de la balle {dans
SR, ) se fait au détriment de I'énergie cinétique de la voiture... L'effet est imperceptible du
fait de la grande masse de celle-ci (comparée & celle de la balle}).

@Traversée d’une rue

Un pigton désire traverser une rue parcourue par des voitures sur une seule file (voie
4 sens unique). Une voiture arrive 3 la vitesse V,; constante. Le piéton marche (ou
court !} en ligne droite,  la vitesse v constante, dont il choisit librement la direction.

En assimilant la voiture & un rectangle de largeur | pratiquement égale 3 la largeur de
la voie, calculer, en fonction de la distance d a laquelle se trouve initialement la voi-
ture, la direction optimale du mouvement du piéton, c'est-3-dire la direction qui lui
permet de traverser sans risque de collision, et avec la vitesse v la plus faible possible.

On cherchera la solution par deux méthodes différentes.
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11.

Commenter les courbes obtenues.
b. Déterminer la trajectoire du bateau dans le repére lié aux rives et retrouver les résultats

précédents. On se placera en coordonnées polaires de centre B, et on poseran = %

e 1 de 2]
On donne une pnmitive de Sing - Im = In tan[ij-

Ce qu'il faul savoir

El.

Points de cours

= Composition des vitesses,
* Vitesse en coordonnées polaires.

Outils mathématiques

- Coordonnées polaires.
+ Equations différentielles du premier ordre  variables séparables,

Ce qu'i] faul comprendre

8.

1. a. En mécanique classique, le temps est indépendant du référentiel choisi. On peut
done minimiser la durée de traversée en se placant dans le référentiel od le probleme

est le plus simple.

b. Dans cette question, il faut évidemment se placer dans le référentiel lié aux rives. On
peut jouer sur 'angle & que fait la vitesse v avec la normale aux rives, et une discus-
sion devra ére envisagée selon les valeurs comparées de V et de W,

2. 3. Deux cas se présentent selon que V > W ou V < W, ce qui était physiquement
attendu,

b. 1) suffit de traduire qu'en chagque point de la trajectoire, la tangente est colinéaire a
la vitesse. On peut s attendre & ce que le rapport 1 = % joue un role important. Ainsi
si V< W, le bateau n'est pas assez rapide pour « remonter » le courant, et il est pré-
visible que le point de visé ne sera pas accessible.

Solutien

1. a. Plagons-nous dans le référentiel SR lié a ¥
I'ean. Le bateau s'y déplace avec une vitesse de
maodule constant V.

]

La durée de la traversée correspond alors a

r o b "
m_v vV

oi L est la longueur du trajet suivi dans 9. i

=
Elle sera minimale pour L = d. Il faut donc orienter 'axe du bateau (direction de V )

perpendiculairement aux rives.
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m Approche analytique
La vitesse du bateau dans R est v = Vii + WH_Z . so0it en notant o l'angle (
{1.-'1 = W - Vsino

v, = Vooso.

—
e

=
:r'v]':

L'équation de la trajectoire est alors (origine en A)
= (W-=Vsino)t
¥ = Veosor,

Labscisse du point d'arrivée C est donnée par
pit-) = d, dob:

= =
Ry R -
]

Xe = (W - Vsinm)

Veosa

Le chemin parcouru sera d'autant plus court que C
est proche de By,

H"

<l

« Pour V = W, on peut réaliser C = By, c'est-a-dire x- = 0. Il suffit d"imposer :

SN0 = E
W

= Pour V << W, la situation précédente n'est plus réalisable et x. = 0.
Etudions rapidement la fonction o — x(at). Sa dérivée s'éerit :

d _ a
j - i .{{w ‘n.-’smu]s:ﬂu_‘hfmsu}
dex

v cosio COS 0

dx d
soit L = Wsinm - Vaindo - Voosiat) = Wieine -V,
d o ‘u’cnsiu{ F \-’ms"’u{ }

Elle s'annule pour ¢ tel t|uc[ sing = % et il s"agit bien d'un minimum.

On retrouve ainsi les résultats obtenus par la méthode géométrique.

2. a. Examinons les différentes trajectoires :

Y
F!l.'.l
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POINT COURS
Une équation en polaire dutype r = 1+ ecosh

On rencontre ce type de trajectoire lors de I'étude du mouvement d'un point maté-
3 -+
riel soumis & une force centrale attractive f = X u, de centre O,

=
* |e| < 1 correspond & une ellipse dont O est I'un des foyers.

est représentative d'une conique.

* le| = 1 est associé i une hyperbole dont O est I'un des foyers.

* |e| = 1 donne une parabole.

« Par ailleurs, on a :

— n
HB, = rsin® = d -(rang) (2) By K x
8" o
L [lani} cosB i
et BK = rcosB = d —rp— Hf---ev M
sin@ A
-t X
L d[ﬁi“iJ cosh
BK = = {3)

2 g1
[FZ'DSE:]

L'équation (2) traduit le fait que le bateau coupera 'axe des x, lorsque cela est possible,
pour la valeur 0 de B, L'équation {3) met alors en évidence deux cas :

~Soit > 1 (V> W)et BjK tend vers 0 avec 8,

Il en résulte que le bateau atteindra bien I'autre rive en By point visé.
=Soitn=<<1(V=W]et BE,_I{ tend vers l'infini quand & — 0, le bateau n'atteindra
jamais I"autre rive. [l est entrainé par le courant.

On retrouve bien la condition V > W pour que le point visé B, soit effectivement atteint.

@ Roulement sans glissement d'une roue

Une roue de rayon R roule sans glisser sur un rail rectiligne Ox. Un point B & la péri-
phérie de la roue coincide 4 la date ¢ = 0 avec lorigine 0 du repére. Le centre C de

=¥ -3
la roue a une vitesse V, = Vou, (V, > 0).

1. Déterminer les coordonnées x(t), z(t) du point B. On introduira 'angle 8(t) dont
la roue a tourné depuis la date ¢ = 0.
Quelle est la trajectoire de B dans un référentiel 3 Lié au rail ?
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Commentaire

Le point I {point de la roue en contact avec ke rail), momentanément immobile dans 9, est
le centre instantané de rotation, et le point B est, dans ce référentiel, en rotation instantanée
autour de I'axe [y,

? allure de la trajectoire

=B
2. b. On caleule de méme "accélération de B en dérivant V' par rapport au temps :
_}

== \-|" .. -+
r’|.=d— doli A
dt

R sind
w? HcosB

n '
A = ©}(Rsin®u, + ReosOn,) = ?BC

Laccélération est donc centripéte par rapport 4 C.

3. Dans le référentiel #t* d'origine C, en translation rectiligne uniforme par rapport 4
2, le mouvemnent de B est un mouvement circulaire défini par la loi 9(¢).

POINT COURS

Considérons un point M se déplagant sur un cercle de centre O et de rayon R. M
est en rotation autour d'un axe A passant par O normal au plan de la trajectoire.

—_— —¥ .
Dans la base polaire {j,. u_;). exprimons OM = RE: eV = R'Hu_;.

=+ .
On définit le vecteur rotation| 2 = Bu |0t u est un vecteur unitaire de axe de
rotation orienté selon le sens positif : un tire-bouchon tournant dans le sens des B

croissants se déplace dans le sens de u.

-
Le vecteur vitesse V peut alors s'exprimer
indépendamment de toute base :

-3 -+ —
V(M) = {1 A OM

=3 .

Le mouvement circulaire étudié ici est caractérisé par le vecteur rotation £2 = Elu-‘; et
— 5 -

VIAB) = VB R = 5 ~ CB, D'aprés la loi de composition des vitesses :

— — —
V(B = V(B R + VAB)

e I —
Vo= V' 4+ V, (37 en translation par rapport a 9 a la vitesse V; )
— = — =
V = 0QaAaCB+V,
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La vitesse instantanée du point M, est cons- v’
tamment dirigée vers M, et son module est M, : M,

oY T
constant et vaut V., Jvt
> >
u u

Or le triangle M, OM,; est rectangle et iso-
céle puisque OM (1) = OM,(r), et:

—_ -t — — — —F
(OM,,OM,) = (OA), OAz}+(OA,, OM,)~(0A,, OM,),

8 -]

[T |

Il vient alors o, = o, = E- D'oi en projetant la vitesse "-7,]'r sur la base orthonormée
- -
iou (1 porté par OM, et «" par OM, ):
n My =
"-T,l = (—\’cm]]ﬁ +["v’sin;]u'
: —+
Or les composantes de la vitesse V| en coordon-

nées polaires d’axe OA, s'écrivent :

V, = rit 40y (2)

- v%{—ﬁj; (1)

-

- =
avec (of. figure) u, = u et wy = u'.

=

On a donc en particulier r(t) = -5V

A l'instant initial t = 0, onar = OA| = a. A

Le point matériel atteindra le point O (lieu de rencontre des quatre mouches) au bout
d'un temps tel que :

rr'{r}dr == %‘u’rdr {V est une constante).
B

A

i
Soit encore J dr = —TVTzlrd: = ﬁvr.

» a2
d'ol T= vV

Pendant d¢, la mouche M, aura ainsi parcouru la distance ds = Vdt. Au total, son
trajet aura une longueur L = Ids, d'od ;

T
L=Jvdr:.-L=vt:: L= a2
o

2. On a montré, i la question précédente, que (¢f. (1) et (2)) :

_j. E »
Vi= “’%—ﬁ’#ﬂl = ru,+ 1B,
_ dr _ J2  de )
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P POINT METHODE

Pour déterminer I"&quation différentielle; il sulfit d*éliminer-d ¢ dans {33

L'équation différentielle de la trajectoire r(8) est alors donnée par I'équation :

i‘ —Vﬁ M,
dre  dt _ Z _ -1
T T R S
T
Soit dTr = —dB. Et, aprés intégration, en remarquant

gue 8(0) = 0 et r(0) = a:

]n% = —8(1) = |r = aexp(-B)

La trajectoire est une spirale logarithmique.

Comrentatre

- g ]
O a montré que (OM V) = constante {H:J ry :]

Cest une propriété caractéristique d'une spirale logarith-
migue. En eftet, on a {¢f. hgure ci-contre) ;

dr dr
cotan @ = a6 = K = constante = - = K@

O

et r=r,er?, |

Les lois horaires r{#) ¢t 8(¢) s'obtiennent & partir des relations (3) :

dr _ J2 . J2
T —"u-"-:!— donne r{i"]:l—VTI-I-rI (r(0) = a).

do  J2 de 21

= v devi A S N <
rdi 3 devient T 3 vﬁ (1‘
a

.:Iz]_

v
D'oa d8 =

et B = —[In[n—"u"— )] puisque B{0) = 0.
0

Sait: |B(f) = —In[l - \-’;—II-EE]
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. Selutien

1. Le mouvement d"un projectile soumis i la seule force de pesanteur est plan, dans le
plan défini par D.f et 1.7: (le référentiel terrestre 3R est supposé galiléen. .. ). Prenons

O horizontal dans ce plan.,
Léquation du mouvement

»
ma = J'r‘I'dF = mg z 1
R TR
o "
donne alors, en projection : =+
[
x= 0 x
. »
L mg
X = constante = vpsin 0 ¥
don: ¢
z = — gl + constante = — gt + v, COS0L
x = vysing - (x(t=0)=10)
el 1
z=—igr3+vﬂmsm-: {z{t=0)=0).

A une date t donnée, la position (x, z) de chaque projectile est fonction de o Léqua-
tion vériiée par les coordonnées de tous les projectiles s"obtient en éiminant o entre
les deux équations du mouvement :

|
. 2+ 38t
sin = —; oS0l = .

Vol Vol

I 2
. x i\l z+§_q-:* ;
Soit (—J + =1 (sin‘e + cosfa = 1)
Vol Vot

2
x4 [z + %gl‘z] = {v,i)?
équation d'un cercle de rayon vt centrésur Ozen Clx, = 0, 2. = - %3&] + dans
Pespace, les projectiles seront répartis sur la sphére de centre C et de rayon R = wyt.
2. Le référentiel 3" est en translation rectiligne par rapport au référentiel 3%, avec
. o 4 3 P
laccélération constante @, = g, et confondu avec 3t & la date £ = 0.

. . | . . .
Il est done caractérisé par le mouvement de chute libre 2. = —igrl :il a pour origine

le point C, et les projectiles s'éloignent tous uniformément de C.

Les trajectoires dans #t° sont donc des droites parcourues a la vitesse v, (4 la date r,
ils sont & la distance B = vyt ...). Le résultat est évident si I'on compare les accéléra-
tions d'un point M dans les deux référentiels :

a(M/R) = a(M/R") +a,(M)
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avec ici ; E:{M} = EIE-H‘FL-’:IH = E { mouvement de translation)

Y
s0it : g = alM/RY+g etz alMI®) = 0.

Le mouvement de M dans 3" est rectiligne et uniforme (& la vitesse v, d'aprés laloi
de composition des vitesses, appliquée a £ = 0, ce qui est bien le résultat déja obtenu.

Remarque

On peut visualiser le cercle obtenu (dans le plan x0z) en « arrétant » le mouvement
des projectiles a une date ¢ donnée :

0w R

@Uerﬁcale apparente sur un manége

Sur le plancher d'un manége, tournant & une vitesse angulaire c constante autour d'un axe
vertical (verticale définie par La direction de g, le référentiel terrestre stant supposé gali-
léen), un observateur veut déterminer la direction de la « verticale » dans le référentiel du
manege a laide d'un fil 3 plomb {masse m suspendue a un fil de masse negligeable).
Uobservateur tient le fil en un point A, d la distance x, de l'axe de rotation, et 3 une
hauteur b au-dessus du plancher du manége.

Il ajuste alors la longueur du fil du pendule, de fagon 3 ce que la masse m effleure un
point B du plancher (sans qu'il y ait contact...), et il appelle « verticale » du point
A la direction AB du fil.
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il.

1. Caractériser cette direction pour un peint A quelcongue.
2. Que pensez-vous de cette définition de la verticale ?

Ce qu'i] faul saveir

11.

» Equilibre dans un référentiel non galiléen.

+ Forces d'inertie.

Ce qu'i]l faut comprendre

17.

1. Le bilan des forces (et des forces d'inertie...) appliquées 4 la masse m située prati-
quement au point B doit permettre de déterminer la direction AB.

2. On pourra rechercher l'existence de cas singuliers et/ou de cas limites, et s'interro-
ger sur la signification physique d'une telle verticale.

Solution

1. Quel que soit le référentiel envisagé, la 7|
masse m en B, pratiquement dans le plan
z =0 du manége {tournant autour de |'axe
Oz}, est soumise i deux forces : ﬁ = on,

. s =+
* 500 p{uds Mg = —rgn,

_i
* g tension T du fil, portée par AL,

Sion se place dans le référentiel 3 lié au manépe :
{celui oi le point B est immobile, doncenéqui- -;n x
libre. .. ), il faut y ajouter les forces d'inertie lides +

au mouvement de 3, en rotation uniforme par
rapport au référentiel terrestre galiléen.

POINT COURS
Les forces d'inertie appliquées i un point matériel M, dans un référentiel en rota-

tion {rotation d'axe Oz caractérisée par le vecteur Ei } sont :
~ la force d'inertie d’entrainement :

-5 — —
_ﬂ: = —m(dT?ﬁDM+ah{anﬂM)J;
— la force d'inertie de Coriolis :
=+ -3
fo = -2m@ AV (M/R).

% —
Dans le cas présent, M = B, la rotation est uniforme ( £2 = cste } et f. devient :

- 3 3 —* — —
fip = ~mE A (L2 A O0B) = +m*HBE = +m*0B

{H est le projeté du point mobile sur 'axe de rotation. .. ).
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-+ 5
[Yautre part, f,, = 0 puisque le point B est immobile dans 3. La loi fondamentale de
la dynamique, appliqué a la masse m, immobile dans $, donne :

—,

+ - =
%'E =ma =0 = rnE+T+f,-,.
[l en résulte que AB est dans le plan vertical contenant Oz et A (plan Ouxz).

Appelons x 'abscisse de B et o 'angle de AB avec Oz En projetant sur la direction per-

= . : i’ x
pendiculaire & T : —mgsing + mo*xcos0e = 0 soit: tana = e (1)

X - X,
D'autre part:  tano = 7 g soit: x = x,+ htano
'
ot
et, en reportant :  tand = E(x“+.irtanﬂ.}
2 H
tanﬂ.[l —m—h] = 1I'ix[,,
£ E
X
tano = h_ . L enposant h = "iz
£ _p o = @
i

La direction AB est ainsi déterminée par "angle o qu'elle fait avec Oz, dans le plan x0z.
2. Le résultat ci-dessus appelle quelques commentaires :
le

point B est rejeté i l'infini (o augmente et tend vers g & mesure que l'observateur laisse
glisser le fil...).

* Pour un point A donné, la méthade proposée définit donc bien une direction AB uni-
que, repérée par o tel que :

« Le calcul et le résultat n'ont de sens que pour h < h_, = -'E—i Pour k= h
i)

max®

X

. si h<h =&

tand = T _— o

o = g i h=h,

Pour b= h_ ., la« verticale » du point A dans 5 est horizontale dans 9t !

* Le caleul précédent garde un sens pour i —+ 0, ¢'est-a-dire pour un point A trés pro-
che du plancher du manége :

0 x, 2
0 = m?x (cohérent avec la relation (1)).

tan{ —
o=+

{A la limite, on a un fil & plomb de longueur nulle ).
« Méme si cette définition de la « verticale » est logiquement cohérente, on peut

s'interroger sur sa signification physique. En particulier, pour un point A" situé le long
de AB, la « verticale » est-elle la direction de AB ¥
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Etudions cette droite AB, elle coupe 'axe Oz ¢n un
x
0

point C, d'ordonnée z- et tano = z =
' O

{les triangles COB et CHA sont semblables. .. ).

On a donc, par identification: z- = b, = ﬁ-
La position du point C est indépendante du choix de
A toutes les = verticales » des points A tels que
< h,,, sontconcourantes au point C !

Réciproquemnent, tous les points A" alignés avec C et
A ont méme « verticale » CAB.
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q° I mM
dne,d - _"N [1_m+]'h'1 = Em+]‘~"[v;
d'ol finalement :
dm _ ﬂl{ rr:-l-]"-'f[}l
2ne,mMV,

Conmemnlaires

*5i V, augmente, la distance minimale d'approche est plus faible, ce qui est cohérent
puisquon lance P avec une énergie cinétique plus grande.

mM

2
* En introduisant L = — {::msse réduite du systeme}, d, = .

Im:,:,u‘r’ﬁ

1. b. @)

POINT COURS

Le référentiel baryeentrique est un référentiel d'origine G centre de masse en
translation par rapport au référentiel du laboratoire,

Si le systéme est pseudo-isolé, il y a conservation de la quantité de mouvement du
systéme et donc le barycentre G a une vitesse constante. 5i le référentiel du labora-
toire est galiléen, il en sera donc de méme du référentiel barycentrique.

Drans le référentiel du laboratoire, la vitesse du centre de masse donnée par

Vo+ MV v

—¥ MY+ L. L -5

G = —F 9 vanid VG = - .
m 4+ M w4+ M

La loi de composition des vitesses s'écrit :

e I
{vn = Vg+ (Vi)
A
ﬁ -r._' - - - L L
p et Vi étant respectivement les vitesses initiales de P et ) dans le référentiel bary-
centrique,

. N mV, MV,
dou: I:'.x"}["l1lnlr':'_::r|:+l'-a'l-rr-i+f'-’[
- my,
B = M
1. b. B)
POINT COURS
xp = GP = xp—xg
Dans le référentiel barycentrigue et i chaque instant { _
GQ = x5 -xg
| mixp + Mxg
wee X = TITM
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2
On reconnait I'expression de d_, = q-(m + M}:
Ire,mMV,

doir (%’): =1+ [5 - %]d_ (4)

La distance minimale d'approche est r_, telle que r = 0.

d
Soit lndm(l——lJ:.rm- Ti .
|+(—’“]
]

rm 1]
Remarquons que lorsque a = ==, on se retrouve dans le cas précédentet r, = d,, .
L'expression (4) se réécrit & l'aide de d et r,,

@ - i) 0-3)

POINT METHODE

Mathématiquement, I’Eq_udtmn( ] = fir) donne % = 2.Jf(r).
0

Physiquement, on léve l'indétermination du signe.

Ici, r diminue au cours du temps donc r < 0 (phase de rapprochement).

= =V, || ||l - —"‘ irelation manifestement homogéne).

d

Va
Posons u = ~—-, on obtient — = - — I---

m rl‘l’l
Il apparait un temps caractéristique :
A I
L'équation du mouvement devient :
du dt

=
1

H
On reconnait la primitive donnée par I'énoncé lorsque r varie de a a r(f), u varie de rf-

a # On obtient donc : "
m
rlAr,,
[Arg ch(u) + Jufu—1lur. " = —*%-

{}

Le temps T' pour atteindre I'état r = r, s'obtient en faisant 220 = 1 dans 'expres-

o o - T}
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Exercice sy

@ Point matériel sur une sphere

Un point matériel M de masse m est assujetti 3 se déplacer sur une sphére de centre 0
et de rayon a. La liaison est bilatérale (le point M ne peut donc pas quitter la sphére)
et sans frottements. Le mouvement du point M est repéré par ses coordonnées cylin-
driques r, 8, z, l'axe 0z étant confondu avec un des diamétres de la sphére.

A linstant initial, le point M posséde une vitesse \T: = ""nE; tangente i la sphére
et perpendiculaire & 0z ; Il se confond avec un point M, tel que {E_l;,ﬁ:.} = Oy
{aye |0, nr| ) et donc de cote z; = acosda,.

1. On suppose dans cette question ['absence de pesanteur.

Décrire le mouvement ultérieur du point matérel,

2. On désire prendre en compte la pesanteur, l'axe 0z cormespondant 3 la verticale
ascendante : E = -gra:,.

a, Montrer que dans certains cas, on peut observer un mouvement circulaire d'axe 0z.
Quelle valeur V_ faut-il alors donner & V;, ? Commenter.

b. o) Justifier que 'énergie mécanique E, associée au point matériel est une cons-
tante du mouvement.
Cette énergie E, peut se mettre sous la forme :
E, = %mé?f{rjfrum{zj = E,.
E; étant définie par les conditions initiales, et fiz) = 0.
On a tracé les courbes donnant :

Uyl 2) - Eg

1=K =
a mgao

m1% cas: oy = 041

(1)1 {E}\ (3) ! 1 F(2)

'r- 0< vﬂ‘l = IHI!]E ll:;::llllll:ﬂ

-0,8; -06 -0
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m2%cas: o = 0,7m.
FZyr (i) )L

vﬂi = vﬂE < 1"[!] = ||III[l-'&

g
= #-0,59
a

¥
Pl

0,9 -0,3

Commenter ces courbes et préciser le mouvement selon 2.

B) Lexpression de U, {z) est donnée par :

ma‘vfsind o,
2(a:-z2%)

Lorigine de I'énergie potentielle de pesanteur est prise en 0.

Retrouver les résultats obtenus au 2. a.

&) Montrer que la composante o, selon E: du moment cinétique en 0, 3{0}, est
également une constante du mouvement. Justifier alors l'expression de U,,(z) don-
née au 2. fi).

Que peut-on dire du mouvement du point M ?

UggelZ) = mgz +

Sa]ution

1. Le point matériel se déplace sur une surface sphéri-
que de centre O et de rayon a. Il est soumis a la réac-
tion R qui est normale & cette surface (liaison sans
frottements) et donc colinéaire & i .

K = R (R algébrique dans cette expression).

Le support de cette force passant par O, son moment
en ¢e point est nul :

Hz0) = 3.

On est donc invité i appliquer le théoréme du moment cinétique en O selon :

-5
'*“;F} = M(0) = Mz(0) = 0.

=l
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Il en résulte que le moment cinétique E{Dj est une constante du mouvement dont la
valeur est donnée a partir des conditions initiales :

—F
G(0) = OM, A maV iy
soit G(O) = maVi,

E:,, est un vecteur constant contenu dans le plan (Oz, OM,)

et perpendiculaire a OM,, (f hgure ci-contre ),
On a donc, quel que soit 1: OM A mV = maVu,.

— . C oy, =
Le vecteur OM est ainsi perpendiculaire a u,,.
La trajectoire suivie par la particule est de ce fait un grand cercle de centre O passant
— —F = . . -
par M; et contenu dans le plan (OM, V,; = Vyu,) perpendiculaire a w,.

Cette trajectoire circulaire sera décrite a vitesse de module V, constant comme nous
lindique le théoréme de "énergie cinétique :

La réaction R estd chaque instant perpendiculaire i la vitesse (absence de frottements).
On abien E, = constante, soit nﬁfl = cste = V.

; . 3 - ,
2, a. On tient compte désormais de la pesanteur avec ¢ = —gu_, [In'y a doncen géné-
ral ni conservation du moment cinétique en O (le poids ne passe pas par ) ni conser-
vation de 'énergie cinétique (le poids travaille quand z varie).
On cherche 4 démontrer qu'une trajectoire circulaire =
d'axe Oz est envisageable.
Dans ce cas, Naltitude du point M est constante ains
que son énergie potentielle (E; = mgz avec une ori-
gine arbitraire en O}, Le théoréme de I'énergie cinéti-
que se traduit alors selon :

dE. dE
— + —F = B, = 0 {absence de frottements).
dr  dr R

Soit encore E_ + E = cste, et donc E, = cste,

Un tel mouvement s'effectue & module de vitesse

constant I"'-_?" = Vg

e , . . .
Ainsi Paccélération A de M sur sa trajectoire est cen-
tripéte et vaut :

r Vo o+ . . Y
= —gm' ob HM = asina,,.
) M-
La loi fondamentale de la dynamique n'est alors véri- u,

fice que si |'égalité suivante est réalisée :

- + = =
mA = mg + R =- mgu, + Ru.
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""rn

asingl,
Une condition nécessaire est déja que o, = % {cf. igure)

: -+ —+
S0t : —m U, = —mgu, + Ru.

(mA, résultante des forces .u':;ﬁ']r et B doit étre opposée

_—
au, ).
Dautre part, on doit avoir avec f = M= oLy
=* 2
IRl vi _
lﬂl'lﬂ = 'H.:IE = m = tan{n® i]'.n} = —tanol,.
v sin?
Dot — = - T,
ag COs 0ty

. . . . . " b . T
En conclusion une trajectoire circulaire d'axe Oz n'est possible que pour &, = 3 etun

module de vitesse V_ tel que :

E-i.ll'z“u 142
] (coso, < 0).

Ve = |:_ 8 cosoL,

Commentaires

* La particule devant se déplacer dans le plan z = cste, il faut que la composante B, puisse
equilibrer fe poids, soit :

- —% F 1
R, -3
H py---- :,::I{lﬁ' ot &
o 3 — } R,
.Dn'- mE H ;_1........ Bl
+*
g
o< ::“«:’EL ’-2‘::-1,,,{::

Ainsi, dans le premier cas, la résultante des forces serait centrifuge, ce qui est incompatible

. . iy x
avec un mouvement circulaire de centre H. On retrouve la condition o, > 3

= Ei pour g, ] g b AU

R, = —Il_ﬂ Cosil, = Mg

R, = —Iﬁusinuu = iy

Ainsi quand o, diminue et tend vers ﬂ?. on doit avoir (du moins théoriquement )

Iﬁl—rl—w et done V' = 22, oo qui redonne bien ¥V, = 4o quand « —l‘—‘-
q & q 0 1
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Exercice 528

2. b, @) La particule est soumise 4 son poids et i la réaction K. Cette derniére ne tra-
vaille pas ( i perpendiculaire i la surface de la sphére : absence de frottements), Quant
au poids, on peut lui associer une énergie potentielle E, = mgz (origine prise arbitrai-
rement en z = 0], On a donc d"aprés le théoréme de I'énergie cinétique :

dE dE
_-l.' R - . -] __E
i ?E +P i = 0 T

P
duu:d—r{Ep+E‘_] =aste= | E, = E.+E; = cste = Ej

lei, I'énergie mécanigue est bien une constante du mouvement définie a partir des con-

ditions initiales: E | = E, = %m‘h";+ MEZy.

On a de ce fait ; %n-:‘n.-’I + Mgz = %m‘.l’f,-q- mgz, avec VI= f4r29 422

En éiminant r et 8, on aboutit 4 l'expression donnée dans le texte. Les valeurs de z
correspondant au mouvement doivent vérifier :

%mé flz) = 0 cCest-a-dire U {2) = E,.

Les valeurs de Z = £ accessibles 3 la particule sont définies & partir de la condition
i

F(Z)= 0.

Ainsi sur la hgure ci-contre, on peut concure que Z(t) oscille (de fagon non sinusoidale)
entre les valeurs extrémes Z_. = Z, et Z =7, Aux points Z, et Z, on a bien F{Z) =0,
etdoncz = 0, mais la particule ne peut pas se maintenir aux altitudes correspondantes

.[E est non nul en Z et .0

dZ
F(Z) &
Z, '*: L, Z
ml= ocas: {1{| = 041 soat .2"] = (,3la. La Pﬂ!ii-' {13 [2 (3% KB
tion initiale se situe dans I'hémisphére supérieur. \ \ f

Le mouvement est bien périodique selon Oz,

z
Zi1) variant entre les valeurs Z_ = 2 et Zoin
7]

D'une part, £ . tend naturellement vers la valeur
=1 quand V, diminue i z, iixé {pour V;, = 0 la par-
ticule décrit dans le plan vertical contenant 'axe : :
Oz et My larc de cercle My = A =M, = AL ). 0 < Vg, < Vgp <& Vi
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D'autre part, £, tend vers —? quand V; aug-

mente « indéfiniment ». En effet pour une vitesse
initiale suffisamment importante on pourra négli-

ger leffet de la pesanteur %m\” = miga et on

retrouve i la limite le cas décrit au 1. pour lequel
la trajectoire se situe bien entre —z,, et +2;.

cas Vi =0
w2 cas: oy = 0.7m soit zp # -0,59a. le point oy
M, se trouve alors dans 'hémisphére inférieur. |
= Il apparait une vitesse initiale critique V_associée
a V. La seule valeur possible de z correspond
alors a z; (on a F(Z) positif pour Z2Z;, et
F(Z) = 0 pour Z = Z; soit z = z;).

La particule décrit un petit cercle d'axe Oz i la
vitesse constante V. Clest la situation du 2. a.

* Pour Vi, < V_ (cas Vi, et Vi, ), 2(1) oscille entre
une valeur 2z < z, et une valeur maximale z_,. = z,. On observe que z_,, tend,
comme il se doit, vers —a quand V,, diminue (¢f. explication donnée lors du 1% cas).

« Pour V,, > V_ (cas Vi) 2(1), varie périodiquement entre z,;, = 2, et 2, = 5.

z,.q tendant vers —z; (z; < 0) quand Vcroit indéhniment [ ¢f. explication donnée lors
du 1¥ cas).

2, b. B) L'énoncé donne I'expression de U {2):

malVysin? o
2(at-z4)

La trajectoire suivie par la particule sera un cercle U

d’axe Oz et de rayon ry, = asing, (2, = acosa,) eifl2)

si le graphe de U_;{z)} correspond i la figure ci-
contre. [1 faut ainsi assurer que seule la valeour z; de z 0 O N

est possible. On doit donc avoir :
Uudzg) = E, (1) .

et U ylz) minimale pour z = z; (2)

La premiére condition est automatiquement vérifide puisque les conditions initiales

sont telles que z = z;;, et V= ‘I-"ﬂu‘_; etdonc z, = 0.

Calculons alors la dérivée premiére de U {z)

U dz) = mgz+

&
my

dUglz) maVysinloy
FrE (a? - z%)?
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Exercice s3o

S01t encore

el e a
1 ., al 1 a*Vysin
-.-mg?-' + -m""'_u'uq.mgg = Eq]

1.,

1 ma*Vsint oy

et (z) = —— =>0; U dz) = mgzd ————
a2

On retrouve bien I'expression proposée au 2. b. [i).

Les études précédentes montrent que la trajectoire dessinée sur la sphére résulte de la
combinaison d'un mouvement oscillant selon Oz (z,, <z <z ) et d"'un mouve-
ment de rotation par rapport 4 ce méme axe caractérisé par une vitesse de rotation 8
définie positive et donnée par (4).

On peut ainsi tracer 'allure de cette trajectoire :

rEEE Ly
= o

St L

@Pnint mateériel sur un cercle vertical tournant

Un point matériel M, de masse m, se déplace sans ; -
frottement sur une circonférence de centre Cetde ¢ |» @
rayon g, contenue dans un plan vertical. Par rap-
port au référentiel terrestre, supposé galiléen, ce =
cercle tourne & la vitesse angulaire w constante I
autour d'un axe vertical tangent a la circonférence.
La position du point M est repérée par l'angle & que
fait CM avec la verticale descendante.

1. Déterminer les positions d'équilibre relatif du
point M par mpport au cercle,

2, Etudier la stabilité de ces positions d'équilibre. Commenter,

b Y
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Exercice s1o

3 Solutien

L. Introduisons le référentiel R{Oxyz) (Oz est 7 |
I"axe de rotation du cercle dans le référentiel ter-
restre, et Oy contient le point C centre du cercle :
cf. figure).

Ce référentiel n'est pas gﬂ.ll]een Dans dt, le point

]"-'! est S0umis a son pmds P = mg i la réaction

Hl de la circonférence [H{ est perpendiculaire &
celle-ci puisqu’il n'y a pas de frottements), ainsi
qu'aux forces d'inertie {pour une étude d'équili-
bre dans 3, ces derniéres forces se réduisent a la
seule force d'inertie d'entrainement).

On a donc, pour M immobile dans 3t :

+ -

0 =mg+R+f,
= — —F -+ —
or ® =y, =cte = [ = mo*HM

=

.. - siret ¥ L

dolt —mgu, + mirHM +R = 0, P
= 1>
Projetons cette équation sur la tangente wy 4 la
—
circonlérence : —mgu_: . :_:; + i HM - u_: +0 = 0. 0 4
Soit  —mgsinB® + mw!{a+ asin@)cosh = E:
L . Hi i

et (B = = n'étant solution) -

(6 =3 pas ) M

tanfl = m?m{l-l-iinﬂ} {1}

Les solutions ne dépendent que du paramétre sans
2

dimension 1 = 29 qui compare « |'accélération
£

centrifuge » pour r = HM = a - qui aurait ten-

dance, a elle seule, i placer la particule en B — 4 l'accé-

lération de la pesanteur pour laquelle la position

préférentielle serait .

Les deux effets vont clairement dans le méme sens

pour 8 [g ;ﬂ:] et Be [%ﬁ ;EIE:I {onapris® = 0

pour M = ), Il n'existe donc pas de position d'équi-
libre dans ces deux domaines.
Les positions d'équilibre ne peuvent correspondre qu'a une compensation de ces deux

effets, ce qui se traduit par une force tangentielle f; nulle qui nous a conduit & la rela-

tion (1), Cela va se produire pour une premiére valeur 8, & [I:J ;Fﬂ et pour une
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seconde 8, e [Il: : 3-?"} comme nous le montre le graphe ci-dessous oil 'on a repré-

senté les deux fonctions : 8 tan® et B+~ 1(1 + sinB)

~ i
O S A —
r i Y
PO "\
i ' i N
nf---- ':""1 """"" dremraferranbr e ennaa. . s
P , N(1+ sin8)
P v
0 B, 2]

e
1
SEt

2. Pour érudier la stabilité, on peut soit s intéresser aux variations en fonctions de 8 de

la force tangentielle f pour 8 voisin de 8, (ou de 8, ), soit étudier la fonction énergie
dE
potentielle E,(8) dont dérive f; (onaen effet f;, = - id_l; ).

Déterminons Ep(8): Ep(8) = Ep(8 ; pesanteur) + E, (8 ; force d'inertie) = EP: + Ep,
or Ep = +mgz(M) = -mgacos® {origine prise en C)

—_— —3 — —
et dE, = -ﬁwf_ = =mir HMACM = ~mofHMd{HM)
soit By, = ~3ma?HM? =5 By = ~Zmoo?a(1+ sinb)?,
An total, E; = -%mmlai{] + 5inB)? - mgacosh

1
ou encore, en divisanl par mga : —F = —cos —u-l—d{l + s5in@)?
mga 25

e EF _ ]- . kN .
s0il : mea - —cmﬂ'—iﬂil +sin@)* |= g, (8) (2)

Tragons la fonction 1 — gq{H} pour B [0; 2r]:

£(8) 4
2]
_...TI=3
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Exercice 531

Ecrivons maintenant la condition d'équilibre de la masse m

5+ 3 3y F = =
ma =0 = mg+T+Ry+Ry
= . — .,
( Ry composante tangentielle de la force de contact). Ry % T o
Soit, en projection : —3
Re

0 = mgsind - T £ Ry {avec Ry > 0)
0 = mgcosa - Ry,
et, dans le cas de I"équilibre limite : x
By = [- Ry = tang - R,,.
Yon deux cas selon que le mouvement s'amorce vers le bas ou vers le haut :
+ s0it, 4 la limite du mouvement vers les x positifs :
(Ry = Ry i)
T = m'geosn = mgsind - tang - mgcosa  (Ry = myg cos o)
I"équilibre est donc rompu dés que :

. ¢ moo.
Mo Mg,y = L_m'::l[-[s~||1!:[- tane « cosix) = mitano - tang});

« soit i la limite du mouvement vers les x négatifs :
— -
{RT = + H‘T ' “.‘I:}
T = m'geostt = mgsing + tang - Mmgooso
'équilibre est donc rompu dés que

m' = omy . o= mitand + @ng).

Finalement, les conditions fixant la possibilité d'équilibre sont données par :

#

tanie - tang = % = fande + tandg.
Evidemment, si o0 < @, la limite inféricure ne joue pas, ce qui traduit le fait que le glis-
sement vers les x positifs est alors impossible,
On vérifie facilement que dans le cas ob le frottement disparait (f = tang — 0), la
condition d"équilibre devient o = wana, ce qui correspond bien 2 a = 0 d'aprés le

i
résultat de la premiére question.
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@Systéme couple de deux masses

Deux points matériels M, (masse m,) et M, (masse M
m,) sont reliés par un fil inextensible (longueur () //ﬂ 2
sans masse et parfaitement souple. La masse M, 0 Vy
est assujettie 3 se déplacer sur l'axe vertical Oz et :

la masse M, sur le plan horizontal Oxy. Le fil passe .

par un trou suffisamment fin situé au point 0 du
plan Oxy. Toutes les liaisons sont sans frottement.

Dans U'état initial, la masse m, est en un point de

=
cote z, (0 <1z, <1) et sa vitesse est nulle, la P My Uy
masse m, est 4 la distance ry = (-2, de O et

posséde une vitesse orthoradiale de norme V),

(Vy = 0). Z

Le mouvement est repéré pour le point M, par sa cote z(t) et pour M, par ses coor-
—3
données polaires r(t) = OM, et 8{t) = fﬂ. 0M3).

1. a. Montrer qu'il existe une valeur critique V. de V; pour laguelle le point M, reste fixe,

b. Justifier que 'énergie mécanique E, du systéme des deux masses m, et m, est une
constante du mouvement. Quelle est sa valeur 7

¢. Décrire ce qui se passe qualitativement pour V, <V, puis pour V, > V_.
2. a. Donner les expressions reliant z(t) et B(t) 4 r(t).

b. Compte tenu des relations du 2. a., U'équation énergétique du 1. b. peut se mettre
sous la forme ;

%{m]-bmz}i'a +U(z) = 0.

¥
Iy
o) Vérifier que l'on a U(z) = %mzvﬁ[—“ﬂz— I)—rn.g{:—z,;.},

On donne Uallure des courbes 7 =‘% — U,(Z) = IU{:} pour différentes valeurs du
2
Vy £y
rapport o a my, my, L, ry fixés (on note Z, = T R
c
UE . UE k

(4)

1
£l
i
i
[l
L]
1
i
1
1
1
1
1

Vg <V,
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Exercice 532

Que représentent les courbes (1), (2), (3) et (§) ?
B) Donner les caractéristiques générales du mouvement et tracer l'allure de la trajec-
toire suivie par le point M.

3. On donne maintenant la valeur V(1 + ) & la vitesse initiale V,, ol |g| est sup-
posé petit devant l'unité, On pose r = ry(1+nit)) avec nit) << 1. Etablir
I'équation du mouvement en 7(t) en fonction de ¢, du temps ¢ et de la grandeur

Q= |_>™M4
(M + My )i

4. Comment sont modifiés les résultats précédents si lon supprime m, et que l'on

=5
exerce au point M, une force verticale constante F, = F,- E:l' Que se passe-t-il pour
FD - ﬂitﬂ' -?

Solutioh

1. a. Lorsque M, reste fixe, c'est que M, décrit un v
cercle de centre O, de rayon r, et de vitesse (bien o e
évidemment orthoradiale) V, = V_ (vitesse criti- o ¥,

que que I'on cherche & déterminer).

_j.
La masse m, demeurant immaobile, la tension T, du
i = | = ¥ —
Al dquilibre lepoids Py = m g soit: T, = —-m  g. T,
Le fil est idéal {inextensible, sans masse et infini-

ment souple), les contacts en O et sur le plan
s cffectuent sans frottement, on a donc :

T, =T, dou T,=mg.
Enfin, le point M, décrivant une trajectoire arculaire pos-
sidde une accélération n_: telle que (coordonnées polaires) :
-
=+ dV dV = VI o

Et d'aprés la loi fondamentale de la dynamique appliquée
i M, [en projection sur le plan horizontal Oxy) :

- = -
My a, = TI = i, g U,.

On a dong :

’ v |'
.':l_: =0 et m; = mg= 1""'..- - Mi8To (1)
o m;
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1. b

POINT COURS

Le théoréme de la puissance cinétique appliqué & un systéme matériel s'écrit
dE,
dr

Si I'on considére comme systéme I'ensemble constitué par les points matériels M,

— =
et M,, les forces de tension T, et T, sont intérieures au systéme (elles se transmet-

tent ici d'un point a I'autre par l'intermédiaire du fil). Il faut donc s'intéresser i la
puissance intérieure #,_ qu'elles développent.

= "?m +?i.n|'

POINT METHODE
[l revient au méme d'appliquer le théoréme de la puissance cinétique & chacun des
points.
Ainsi, pour le point matériel M, :
dE

| b . = IdE'"l
a5 = P (poids)+T,-V, = = P +T,-V,.
E, représente I'énergie potentielle de pesanteur associée 4 la masse m, soit :
Ep1 = —=m;gz (origine priseenz = 0).

Dre méme, pour le point matériel M, :

dE, = = : , . ,
5 = T, -V, (lepoids ne travaille pas, pas plus que la réaction verticale - absence

de frottements — du plan).

Autotalavec E. = E_ +E_ et E = E_ :

!

d — = —
E"[E:-'-EP} - T| 'IIIl"|+T1"|'rI-

— — , — - . x
Or T, V,=-T, 2 (T, =-T\u, et V, = z11,), 1 5
u
. — . - = —h r
De plus, en coordonnées polaires V, = ru, + rBug M,
1]
= —» = -
etavec T, = -T,u, ilvient: T, -V, = -T,r ity

Do T, -V, +Ty-Vy = =T, 7 =T, 7.
Or T, =T, (¢f l.a)et z+r = [ soit r = -z,
On a donc:

d

B+ E) = =Ty2=T, (-2) = 0,
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Exercice 53z

L'énergie mécanique du systéme, définie selon E = E_+E_+E_, est bien une

I .2
constante du mouvement. Elle vaut E, = im".-"ﬂ - g2,

Soit E, (1) =E, = %m‘f,ﬁ —mgz, | (2)

1. c. m Remarquons tout d’abord que le point matériel M, nest horizontalement sou-

=
miis qu'é la force de tension T = —T u, du fil {pas de frottements). Cette force est cen-
trale (de centre O}, ainsi le mouvement plan de M, doit conserver son moment
cinétique en O ; on a dong :

7 r o oM. A T "
Vag=rg¥Wol (3) (6{0) = myOM, AV, = myrVyu, ).

L'évolution du systéme doit donc respecter les constantes du mouvement ((2) et (3}))
ainsi que la relation r(t) + 2(t) = | traduisant I'inextensibilité du fil.

® Soulignons maintenant que la vitesse V', (différente de V_} correspondrait, pour M,,
4 un mouvement circulaire de rayon ry pour une valeur T, de la tension définie selon :

2
miyVy

=T, = T, = m]g[:j]l (cf 1)

o ¢

Ammsipour Vi, < V_, onaura T, < m g et la masse i, est tout d'abord entrainée vers
le bas (m g supérieure i la tension du fl) : z augmente et r diminue.

Pour V, = V_, le méme raisonnement conduit a la situation inverse.

m On peut également déhnir la valeur r° de r pour laquelle le systéme hnirait par se sta-
&

biliser en imaginant, par exemple, une force de frottement du type f = —kr ﬁ' 5'exer-
gant sur M, {cette force conserve {3)).
Dés lors

"y L

p = m,g avec Py = V-

Soit finalement ;

P 1
Vo _ by B m; Vg
—a T = rTEn
F I‘ﬂ'| g rn,

V. 4213
o= ru[y-,g) .

c

Onadone r' < ry pour V, < V_ et v = ry pour V, =V,

® Analyse qualitative :
Le mouvement du systéme doit obéir aux lois de conservation :

%m,i!i- %mlf}'i-—;rnl‘l-’;—m,g: = E,

Vg = gV,

r+z =1 = zt= ri,
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1% cas:V,<V_

’aprés ce qui précéde, on peut conclure que dans un premier temps, r diminue (el z
croit), passe par la valeur ¢’ définie plus haut avec une vitesse r < 0 non nulle, et finit
par atteindre une valeur r_, < r’ {r = 0) sur laquelle il ne peut pas se stabiliser
(Foin ® 7 i de pluson a nécessairement r,, > 0 puisgue Vg restant borné, r ne peut pas
tendre vers 0}, Le systéme repart donc dans I"autre sens. On observera des oscillations
non sinusoidales de r(r) entre les valeurs v ety (etde My entre 2 = [-r_. et

zy = l=ry). La trajectoire de M, ressemblera & une « rosace » tangente intérieurement

by 2 _ Yo _ TaVy
au cercle (O, ry) et extérieurement au cercle (O, r ) [H == m)

*2cas:V, =V,
Les conclusions restent les mémes r(t) évoluant cette fois-cidergd r, > r, {ona
bien ici r' = ry ).

Un tel mouvement n'est entierement possible que pour r < . Déterminons alors
la vitesse limite V| pour qu'il en soit ainsi :
(2) entraineavec r = O pourr = r_, = [ (z=0):

1

l]+im1‘v’§—u:,g-l} = %m:‘lr'f—m,gz,u (zg = 1=1y)

Soitavec (3): IVy = r,V,.

2
r dnnez
et %anl}_[l——ﬂ] = M, g, = "l..Ff = ﬁ

r::
m 1--~-':I
"[ r:]

V= 2mngz,
| =
ml(l —r-:]{l +r-:])
vieyi 2 (4)

T o
oY To
1+7)-3
(1+7) ]
Ainst pour V_ <V, < V,, M, décrira une « rosace » s'inscrivant entre les cercles de
< Iy

rayon rp el o (Fea

2.a.0navaque |z(t)=1-rt)| et Vgl = iV,

Or V(1) = r(1)8(1), d'oir: I'}:—r':'v“
r Vgle) = rlr)8(r), doi: ”'Ff}
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Exercice s3z

2. b. &) L'équation traduisant la conservation de I'énergie s'écrit (of. 2. 3,17 = -z et

fa¥g
Vy = - ]
Ayl
| T 1 Y 1
imlzlq- imzzlq-imz n,-l mgz = 'i"':r"rﬂ-_mlfzﬂ

o LT
Dan i{ruld-mz'_lz + imz‘u"ﬂ(ﬁ—l]—m]_g{z—zﬂ} = 0,

Onabien (r=1-2): %[rﬂ,+m1}ii+L’(z} = 0 avec:

2
Uiz) = m ﬂ'[“_z}:: 1] mglz = zg) (5]

Soit encore avec "n"ii TiE z =T (et Ly = )
My ) {
v
P = (=) )= - v
E”'J""rf Ve
1 eas:V, =V,
U,(Z)

- La courbe (1} correspond & Vi, =V, pour laquelle Z_, = 0. Ainsi, pour
Ve (V.. V), M, oscille entre les valeurs de Z_, = 0 et Z,, {les valeurs de Z acces-
sibles étaient définies par U(z) < 0 et donc U,(Z) < 0 ).

~ La courbe (3) est associée a Vi, = V_ 1 une seule valeur possible pour Z (Z = Z,,
Cest-d-dire z = g etr=ry 1.

— La courbe (2} représente une situation intermédiaire [V, <V, < V).
* sV, <V,

Alors Z(1) varie entre les valeurs extrémes Zyet Z_ . (Z, < Z <1},
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Exercice saz »

2. b. P) Les caractéristiques générales du mouvement ont été signalées au 1. c.
On donne ci-aprés 'allure de la trajectoire du point M, tracée a 'ordinateur :

Vv ] Vv i
_u = nlzl _I . -I —I} - "l 1 —'—2 - 2
c m, V. m,

#®  POINT METHODE

On pourrait reconsidérer "équation énergétique (5) du mouvement dans le cadre
des petits mouvemnents. Il est aussi simple de reprendre la démonstration a partir de
la loi fondamentale de la dynamique appliquée successivement & M, et M, : on
aboutira directement 4 une équation différentielle du second ordre en r(1).

On a ainsi : B
r.r:lir—r'ﬂz} =-T et mz=mg-T.
Eliminons T entre ces deux équations en tenant compte de ce que r+z = I, et donc
Z=-r. _
{m,-l-mtjr-mirﬂ-z = =t g

dqpl

; . .2 ¥y
or ril = ryV,, d'o rB" = -
1o42
e MLV,
Soit: (m,+m)r - G -m g (6)

r!-
* Linéarisons cette équation (rreste voisinde gl : r = rp(1 4 7) o0 1) << 15

et a-'!i = %{l+1‘|]‘3# l‘ql-iq) {au premier ordre en 1)).

T T

" v.!
(6) devient:  (my+ m,)ryf) - rf Y1-3n) = —m, g.
o
[‘Jr‘lp"f=m'—gﬂ:I soit Lll=M
my T V2
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||3-F
Soit {1 = n.
LY

*5il'on fait Fy, = m g, les résultats relatifs & V_, Vi, = V|, 2000 Zmae 500t inchangés,
La valeur de L2 est elle modihée selon :
Q= dm, g
myry
e

@ Pendule double

Un pendule double est constitué de deux masses
ponctuelles my et m, placées aux extrémités M, et M,
d'une tige sans masse de longueur .

Le point M, est assujetti 3 se déplacer sans frotte-
ments sur l'axe horizontal xx.

Le pendule peut osciller librement sous l'action de la

pesanteur tout en restant dans un méme plan vertical contenant l'axe x'x.

Le systéme est abandonné sans vitesse initiale dans un référentiel 9, supposé gali-
léen, B ayant une valeur 8.

1. Oue peut-on dire du mouvement du centre de masse G du systéme ?

2. Determiner, par application du théoréme de ['énergie cinétique, une intégrale pre-
miére du mouvement en B(t).
my

3. Donner la période des petites oscillations. On pourra poser @ = E[:— + 1}

Commenter le résultat obtenu. { iy

8 Solutien

1. Le mouvement du centre de masse G se déduit de LY
I"application de la loi fondamentale de la dynamique +
appliquée a chacune des masses m, et m,. M, I R o
-+
Pour m, seule, on a, en notant K la réaction du sup- .+ P\ x
™
T

k

port x'x:

i

—%
dv 4 :
"I‘T.rl = m,E+R+T (1) 0 M,

De méme pour m, m8
—
dv,
de

> -+
"y myg + (=T (2)
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Exercice 511

- ]
(la tige étant supposée sans masse, les forces T et =T sont bien portées par M, M, et
sont de sens opposés).

=5
Eliminons T entre les deux équations :
d — —* 5 B
m{ m, V,+m, Vo) = (m+m,jg+R(3)
Le glissement du point M, sur I'axe horizontal x"x s'effectuant sans frottement, la réac-

+
tion R est normale & xx (elle est de plus contenue dans le plan vertical Oxy). Soit
_l
R = Ru,
(3) donne alors en projection sur Ox: d%{m, Vie+mVy) =10

cest-d-dire m \V, 4+ m,V, = cste = 0, les vitesses initiales étant nulles,
. . — % — —

Or par définition du point G,ona: (m, +m ) Ve = m V4 m,V,.

U vientalors V., = 0.

Le centre de masse se déplace sur la verticale passant par G, = G(t = 0). On pourra
donc étudier le mouvement dans le référentiel galiléen Oxy (O point fixe de x"x, "axe

Oy passant par Gy ).
2. Le théoréme de la puissance cinétique appliqué au systéme des deux masses s'écrit ;

dE, =
ot =¥, +Epin4'

_‘.
i @, = P, (poids) + P (R).

=5
Or @ _(R) = 0 (force perpendiculaire au déplacement) ;

. . dE,
P poids) = —d—; avec E; = E (m,)+E (m;) = 0+ mgy(m;)
(origine de 'énergie potentielle prise en y = 0).
> > M
Montrons que les tensions T et =T fournissent une puis- :

sance #*_ globalement nulle. En effet :

= + = - Loh -
Py = T-VIMI=T-V(My) = T-[ViM,)}=V(M,)]
—

= dM.M = —
a®,= T —— soitavec T = Tu otM,M, = +Iu
= .:]"
#oo=Tu- [—I?*:] (distance M M, constante égale a /)
- ITd 2z =y
soit #, = 'T:T:{" J =0 (0 =1)
dE dE,
on a donc finalement: — = ——2X et | E + E_ = cste
dr dt L
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Avec E = —-m glcos®.
Pour calculer I'énergie cinétique, on écrira en notant (x, , 0) et (x, . ;) les coordon-
nées des points M, et M, dans le référentiel Oxy :

E, = %m,.ﬁf + —;mziﬂ+ﬂj.

¥
M,

\GCI x
W

Exprimons x,, x;, ¥, en fonction de 'angle 6.
Ona: [m,GM, = m,GM, (propriété du centre de masse)
GM, + GM, = I

i

"y oy

Soit : GM] - =1, e GM, =

4 My ™y + My
Les coordonnées des points M, et M, s'écrivent dans le repére Oxy

x, = =1 sinB x; = I,sinB
M, et M,
yy =10 ¥, = —lcosb

!=I.z=

Yol en remplagant :

E, = Emlﬂfzm519]+%mz[igﬂzcuslﬂ+12925inzﬂ]
et, en utilisant les valeurs de !, et 1, :
E, = l&[m micost® + mymicost® + my(m, + m, ) sin?@]
O Lmyemy)t ! !
E = lilm,ml{mﬁ ity )OS 0 + oy oy + iy ) sin? 0
0 2(m; 4+ my)?
222
_ lmi; 3] 3 s 9
el E. = Inl.+rnl[ﬂiliﬂ&ﬂ+fm|+rrr1]&m 8]

HH , FH P i
E, = l_’_.i.g’gi[] .,._Jsinzg].
Iﬂ':t*l- "y ",

La conservation de |'énergie se traduit alors par l'équation (B{r=0)=8, et
B(r=0)=0):

1 MMy s My . 4 . _
S +m1} 8 |:l+mlsm IEI:| i gleost = —m glcosB,,
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Exercice 51

Soit encore

e ﬂ . ] E[ EJ - =
El[l+mlsm 0]+ {1+ 77 tcosty —cos®) = 0 (4

Posons i = Eﬂ(l + F] I'équation dévient :
{

Ez[l -I-T—I.SI.HIE +1m3[5m‘"-( ]—smz[azﬂ]] =0 (5

8,
Les valeurs permises de 8 doivent vérifier 51112[ > ] = anG] cequiimpose | 8] = 0.

Le pendule double va osciller, de fagon non sinusoidale, entre les valeurs -8, et 8, la
vitesse s annulant lorsque M, atteint les positions d'altitude maximale (8 = +8,: éner-
gie potentielle maximale pour le systéme), les vitesses de M, et M, étant non nulles
quand B passe par la valeur 0 (énergie potentielle minimale pour le systéme). ..

3. Le mouvement est d'autant plus proche d'un mouvement sinusoidal que 8(t) reste
suffisamment petit (il faut done qu'il en soit de méme de 8,,). Cette approximation per-
miet de ne conserver que les termes dordre deusx (au plus) en 8 et & dans I'équation (5),
ce qui donne :

"E J‘]'J': 3

1 +—sin‘f = 1 +o0(@) (—Bﬂﬁ: I]
", |

LB B,
¥ _ g2 1 _

s1n ; qu + o84 [ll-iﬁl}.

. 6 .
D'oir - B'+4m(%-—z)#ﬂ=a 84 wi(02-01) =0

Cette derniere relation est I'équation énergétique d'un oscillateur harmonique non
amorti et non forcé, de pulsation caractéristique .

La périnde T des petites oscillations est alors

Commentaires

* Pour sy, =5 miy, onoblient T' 2T, = I:IIJE'- La masse M, est alors quasiment fixe, et

ke systéme se réduit pratiquement i un pendule simple de longueur | et donc de période T,
pour les petites amplitudes des mouvements,

« Pour s, =5y, onad lalimite G- M, et mx, #-TO ob 18- x,
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Soit m,i}-l-']{.!ﬁ = 0 ¥
4 . 0 M,
et en faisant (au premier ordre en x) T~ myg - -
(M, pratiquement immobile) : "\ , X
= T
. m . fm .
i X * —ﬁxl =0 = x +[—2'5]:;] = . kY
I iy | .
D'od une pulsation w, = e et une période : )
p“ 401 y = m 1 [ = ‘)fl '

|l
T _EﬂJ;J; (e, =2 my )

le résultat est conforme i 'expression générale (£) dans Ihypothese od la masse mr, est suf-

FEl4 4
fisamment grande devant m, (1 i -—-'].
M, M,

]
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1L

Onadonc V = Ve~ P cos@t + isintt) que 'on identifie a V.=V +iV,
{ux = Vye Picosmt

V, = Ve Psinowt

Déterminons Vi) : Vi) = .,||| ‘l.l’i+ ‘I.F: = v“q-f-f

2
B

= E est un temps caractéristique de décroissance du module de la vitesse.

POINT METHODE

Pour déterminer V{t), on peut également écrire le théoréme de la puissance cinétique
dE{ e T
oo S8 A

dr (F+ Ff}
En remarquant que la force magnétique ne travaille pas car elle est constamment
perpendiculaire a la vitesse

dE; = =

e ' ' = — 2
=7 F«¥ otV=.
1 dv4 2
On a done -z-m-—dT = VL = ),
Soit encore % +BV =0 et V(t) = Vgeb

2. Onintroduit de la méme fagon la variable r = x+ iy pour déterminer x(t) et y(1).
= Vy#ivy = ¥ = Vo

v
F = 2

ey oo 1 ce-lB-imlt 4 constante,

Vo

Or r(0) = 0, donc constante = =4
- p-iw

On obtient ainsi: r = —-v—ﬂ-{ﬂ+i{r}]{l — g-Prgiory
- PBr+od?

Puis en séparant partie réelle et partie imaginaire et en identifiant :

\4 Ve b
x(t) = E-'-‘I'i-l- 2}1 + ﬂ:ﬂi = {wsinwt - fcoswt)
‘ WV, Ve .
i) = Birw Peo (wcoswt + Psinwt)

Lorsque ¢ — ==, |'électron finit par s’arréter en un point C de coordonnées :

BV,

ki <ok 7 Ere
B+ w
wV,

| e e SN
Ye B+ w?
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Exercice 5432

5
Cette région de champ B est un secteur angu- & ¥t C

laire de centre O et d'angle g limité par les 0

demi-droites OM et OM. Le faisceau entre et
sort normalement aux limites de cette zone.

1, Déterminer, en fonction de % labscisse x, (9= 0)

du point C d'impact des particules sur l'axe Ox. M & B

L=
oW

TEL = |

2. Le faisceau pénétre maintenant en M’
_.

dans la zone ol régne le champ B. Comment

est modifiée la trajectoire des particules ? 0

En considérant MM" = &y comme un infini-

5'||:1r

] A

ment petit (g = g—ﬁ = %ﬁ{‘l] mantrer,
= =0
qu'aprés avoir traversé la zone de champ B, 9 } i
. . ——1LIm -+
le faisceau passe par un point fixe (au M @8

second ordre prés en E—""r}.

Que peut-on conclure Ee la valeur des coordonnées de ce point 7
Comment peut-on espérer réaliser expénimentalement la configuration décrite au 1. ?

&5
3. Le faisceau pénétrant en M dans la région de champ B est maintenant composé
de deux sortes de particules (m, g) et (m”, g) de méme charge g et de masses légé-
rement différentes :

m" =m+0m avec '%":q-:-cil.

Déterminer - au premier ordre en 1 = l'écart (C' = &x des impacts sur l'axe Ox des
deux sortes de particules. Application ?

On négligera le poids des particules.

El. Ce qu’i] fault saveir

* Charge (g, m) en mouvemnent dans un champ magnétique uniforme.
= Accélération d'une particule chargée sous une différence de potentiel donnée.

11. Ce qu'i] faut comprendre

1. Dans un champ magnétique uniforme, les particules chargées ont une trajectoire
circulaire : les conditions imposées au faisceau permettent de situer le centre de la tra-
jectoire, Le probléme est alors glométriquement simple.

Y
2. En changeant le point d’entrée M du faisceau dans le champ B, on change la posi-
tion du centre du cercle décrit : le faisceau ne sort plus perpendiculairernent i la fron-
tiere de la zone de champ.

3@ Partie 2 = Physigue MPSI



3. Dans le cas d'une modification de la masse des particules, le rayon des trajectoires
est modifié {ce qui déplace aussi le centre...) : il faudra adapter a ce cas, la méthode de

calcul utilisée & la question précédente.

4. Solution

1. Sur la partie MN de la trajectoire des particules, la seule force agissante est la force

. =+ E.
magnétique f = qv A B.

@ | POINT COURS

Cette force, perpendiculaire & la vitesse, ne travaille pas: I'énergie cinétique de la
particule se conserve, ainsi que la norme v, de sa vitesse,

4 > A —
Dee plus, la force est perpendiculaire a B. Ennotant B = Bu_et v = v, + v, u, on

ar

- * = =5

[, =qvaBu, = qFIn Bu,.
=3

* f, estdans le plan xOy, avec gv; B pour module.

La vitesse v, est constante, ¢f v, aussi.

=+
* [ L vy i l'accélération est normale, et le mouvement est circulaire uniforme, de
rayon R tel que:

1
! = gv, B, soit: R = —BJ'
=3 -3 ,
La force en M est [ (M) =gv,Bu, et la vitesse ¥
+ C
initiale n_r; est perpendiculaire 3 B, 0 T Py
laparti::uledér.:rit dong, dans le secteur ol régne le _f? 6
champ B- un arc de cercle d: centre O pu:sque. Ha F N
daprblctexle.nnav{M}J_DM :lv-.ﬁJ_DH q>0 g
Ainsi OM =ON =R = %- (2) M ® B=—Bi
Le point C, impact des particules sur Ox, a pour
2y

=l1::n.'.:u:i.=x-s--::'I:ZZl-IL'I=::u=ﬂzi=:-.1r,;,=E m-e

“’SE (ﬁ} 5 4B

2

Enfin, les particules ayant été accélérées sous la différence de potentiel U, le théoréme
de I'énergie cindtique donne immédiatement :

| 2l
imv{, = gU son vy = —:-L—
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Exercice 542

o [m 220
i J3-B

2. Le rayon R du cercle décrit par le faisceau n'est pas modifé ; le centre O de ce cercle
est donc décalé :

¥ & . -
d'ol, en reportant : x,

(3)

00" = MM’ = 6y = £-0OM = eR

et le faisceau ne ressort plus normalement 3 ON de ¥i
-
la zone de champ B; il émerge en N, et a ensuite Ot 8
une trajectoire rectiligne orthogonale 4 O'N’. 5 - / -
» Déterminons le point N, “1“.. *
[rans le triangle OO'N" on a ; . N
ON2 = 00"+ O'N"2 - 200’ - O'N’ cosh. N/

Or 00" = eR, O'N" = R ._'Rn M’
doii: ON"2 = R¥[el4 1 -2ecosB] et —L ot

1 M|
ON" = R[1 - 2ecosB + %],
Au premier ordre en £, on peut confondre 8 et % dans ¥
. . . n 0. g
I'expression précédente (la différence entre B et 3 ot =, .
du premier ordre en £ et introduirait donc un terme O ‘L"n x
d'ordre deux...). T e

. | ] £ 3 N*

Soitavec cos6=cos 3 = 3 ON'#R(1-3] ()

[You les coordonnées x” et y* du point N” (toujours au premier ordre en £) :

x" = ON"sin r

3
y' = —D‘N*cns;—t
x'# %R(I —E)
= (5)

e )

* Au-dela de N’, la trajectoire est rectiligne (B = 0) et orthogonale & la droite O'N".
Soit en notant C° le point d'impact, d'abscisse x;, sur 'axe Ox:

soit O'N"-N'C"' = 0= (x"-0){xy -x")+ ()" —eR}O-)") = 0.

D'olr: x5 = x"+ 5{;."— eR).

Remplacant les grandeurs x° et 97 par leurs valeurs (¢f. (5)), et ne gardant que des ter-
mes du premier ordre en g, il vient :

= 2(-5)- 7501
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W3 M3 R . eRf, |
Soit : Xp = TH—TRE‘FE"' E[]_E]

JIRE
4

Les termes en £ disparaissent de sorte que :

Xy = EE[1+11:||{.t='_}||

g

do x; = x,(1 +o6(E)).
Au second ordre prés en g, les points C7 et C sont done confondus. 5i le point dentrée

5
M du faisceau dans la zone de champ B est décalé d'un infiniment petit du premier

ordre, la position du point d'impact C sur 'axe Ox ne varie qu'au second ordre : il ya
focalisation en C du faisceau émergent.

La focalisation au point C montre comment on peut expérimentalement réaliser la
condition OM = R = m_:]_ 5i 'on déplace progressivement le point M d'entrée du
faisceau dans le ':En'_p magnétigue, I'abscisse du point C’ varie au second ordre par
rapport A€ [ € = MTM (4 démontrer ; on a vérifié ici qu'elle ne dépendait pas de £ au

premier ordre) : le bon réglage de la position du faisceau correspondra alors 4 la valeur
extrémale de x;.

3. Les particules ayant des masses différentes, ¥k

les trajectoires dans le champ B ont des rayons Ot. g

différents R = —2 et = Lo,
ifféren = B o “'~H i..':{:’l -
L MV My B e

R—_—q_ﬂ_q—ﬂ{+?J-R{l+q} Eni

les particules de masse m suivent le trajet MNC e

(étudié au 1.); quant aux particules de masse ] )

m’, elles décrivent I'arc de cercle MN|  de cen- M @ B

tre O, avec OM =R = R{l+n) soit

00, = nk.

On peut alors reprendre les caleuls faits au 2.
ON;* = 00] +0,N;* - 200, - O,N/cosh

or 00, =Nk et O,N] = R(1+1)

d'od «Cll]"-I;2 = NIRI+ R 1 + 1) = 2nRY1 + 1) cosh,

Ne gardant que des termes du premier ordre en m, et remplagant 8 par g (ef 1.):
ON: & RY(1 +111]—2R*‘-11%#R1{1 £1).

Soit ON! #R[1+2).
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Exercice s43

[Yoi fes coordonnées du point N au premier ordre enm, (¢ 5. € = -1 ) :

SLCHEREE ()

Au-deld, la trajectoire est rtm].lgm perpendiculaire d O, N|, et recoupe Oxen C{{xy ).
Le méme calcul que celui effectué au 2. conduit a (00, = nR):

55 = 5 + Seyp - ),

o
Soit au premier ordreen ) xg = %R[I + g]-ﬁ-_[— %[I +T—::]—11R:|
3

. IR W3 nR( 1] 2R 3R SnR
X, = —=+—HRN+—[l+=-| = =+ —N+—=-
’ g N APV AW

NEREE

w 2R "
Xy = :,r’“ +N+o(n)] [ = x5 =x,(1+1n+o(n)).
L'écart 0x des impacts Ci{xy ) et Clxg) sur I"axe Ox est alors :

2R
Ox = x5 —x;, = | dx=axyn (.r =—].
1] g o .-JE
Ce dispositif constitue un spectrographe de masse, qui peut permettre de mettre en

évidence la présence d'isotopes : on a dans ce cas E%" = ﬁ {M : nombre de masse).

* Pour une utilisation en spectrographe de masse, si on peut mesurer des écarts

bx

— =5 10-%, onaura comme limite de résolution :

X
bm _ 1 _ T T i -
= =1n~5-10 soit M =200,

Finalement

Remarquons que 'on a intérét, pour augmenter x, 3 utiliser des tensions accélératrices
tlevées, et un champ magnétique pas trop grand...

@ Stabilisation par champ magneétique

Une particule chargée (masse m, charge g < 0 ) est soumise & un champ électrosta-
tique extérieur associé au potentiel Vix, y. 2) tel que :

Vg
Vig, y, 2) = —{r‘-’ﬂz 2z%)

o est une longueur et V, un potentiel (V, > 0},

1. Montrer que la position x = y = z = 0 correspond & une position d'équilibre. Cet
equilibre est-il stable 7
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Il s"agit ki d'un systéme de Cramer en x;, et y, paramétré par p.

¥ 2
On obtient (xg, 7o) #(0,0) pour | 7~ @) O | _ ¢
~wp (P -ug)

Les valeurs de p {dans ) sont dong solutions de ['équation

(Pr-tg)+wip? = 0= | p*+ (@ - 20])p* + 1oy = 0
Notons p| et p; les racines correspondantes. Elles vérifient :
Pip; = 0y >0 et pi+p; = 207 -,

Deplus, & = (0] - 20))* -40) = o' -10’e; = oo - 40]).
Do ;

spour A < 0, ilvient pi = a+if et pf = - i} et par conséquent :

pyo= (o +if) et p, = (o'~ i) lessolutions en '™ *1PY = g%t gyae
o’ > 0 divergeraient ce qui entrainerait I'instabilité.

* Pour A = 0, les racines en p* sont réelles el négatives puisque A = 0 assure égale-
ment p];+p§ =0 fpfpf = 0 nous indiquant que les racines réelles sont de méme
signe). Dans ce cas, ona donc p; = i@, et p, = tio, ce qui correspond 4 des
solutions sinusoidales, donc bornées.

Pour assurer la stabilité de 'équilibre x = y = z = 0, il faut donc quel'onait A = 0,
C'est-a-dire w? > 4w, ce qui donne :

||"-"
w > 2w, = | B, > E:ﬂ—‘; (2)
iq

Commentaires

_..
* Le sens de By ne modifie en rien la conclusion (changer z en -z et x en p n'affecte pas la
nature physique du probléme). On écrira donc la condition (2) sous la forme :

g2 [

* En prt;:ncf du champ magnétique, onatonjours £ = E_+ E, = cste (la force magné-

=3
tique JI"I11 = ljll." A B ne travaille pas). Ainsi bien que |t point O mrrupu:ndz pour le plan
x(y, & un maximum d-fm:rgl: potentielle {E (x, y,2=0) = q—i::h p')oetg=0}la

force supplémentaire fm stabilise la charge g : dans ce cas, un nummum d'énergie poten-
tielle n'est donc pas nécessairement associé & une position d équilibre instable. .. J

3. L'équation du mouvement dans 3t s écrit :

EY q".f“.; I!j‘lu'r "

=
ma = -— r+ p: zn, gy A By, (3)
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Exercice 544

Le plus simple, pour passer dans le référentiel non galiléen 9t° en rotation uniforme
par rapport 4 3, est d'exprimer ["accélération 2 et la vitesse ¥ {grandeurs déhnies
dans 3} en fonction des grandeurs correspondantes dans R, Ainsiona

- -+ - — —
a, ==L’ (D =cste et 7' = x’:.rt--l-}-"u},-]

¥ Sy o=k =k £
@ =a +a,+a, avec - - #
a, = 20w v’
Y -}-r —+ ] d —3 —.‘,
vo=v o +v, ot v, = 0+ 0, A r'.
s, d%F"
L'équation (3) devient, en projection sur Ox"y’ [.n' =57 ):

4’7
di

Il s'agit maintenant de supprimer les lermes en v’y ce qui est réalisé si on impose la
relation 201 = ..

-+, —+ *, -+ -, -+, -+,
= mﬁr @ A +Lu A r )+ =200 Av" (4)

. 3 3 03 o
On abtient alors T [m{,+T} +3 (i, Ar’)
ml—l -
Le double produit vectoriel a pour valeur - -zi ' {u,Lr"), doi
1= F4
d'r’ WA, 1
(5) ?;i_ = [: - I)f = G{iﬂu.. W)= ':D'E— —lil]f..

La particule restera confinée dans un voisinage de O (point d'équilibre), dans ®”
comme dans , s "équation précédente (5} se réduit a celle d'un oscillateur harmoni-

que, Ce qui nécessite )
w:
mﬁ-feﬂ]: || = 2e,.

On retrouve bien la condition établie au 2. b.

@ Optique électronique

Des électrons (masse m, charge -e) sont émis, avec une vitesse négligeable, par une
source maintenue au potentiel zéro. Cette source est située du cité des z négatifs.

Ils pénétrent dans un domaine D dans lequel des électrodes assurent la répartition
suivamte du potentiel :

2<0 : (V(x,y. 2) =V, = constante) = 0.
z>a :(V(ixy z)=V,=constante) (V,=V,).
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Dans la zone intermédiaire (0 = z = g) le potentiel vare continiment entre les
valeurs V (z=0) et Vo(z=0) : Vix, y. 2) = flz) avec fi0) =V, et fla)=V,.

1. Un électron amive sur le plan z = 0 avec une vitesse F: faisant un angle 7, avec
E: : f_E:, F:]I = i,. Lélectron ressort en z = @ avec une vitesse *F; faisant un angle

i, avec u-:, : {u-:, F;] = i,. Déterminer la relation liant V,, V., 7,, i, . Commenter.

2. Les équipotentielles sont maintenant des calottes sphériques concentriques d'axe 0z.
Ona V=V, pour r = R, et V =V, pour r = R,. Vir) variant continiment de
V, &V, pour R, < r < R,.

a. Reprendre Uétude précédente pouwr un électron D, D,

ayant une vitesse F: contenue dans un plan méridien.

b. Les électrons sont émis d'un point A de 'axe Oz
situé & gauche de 5,. Le dispositif est aménagé
pour que leurs trajectoires soient assimilables 3 des
droites en de¢d du dioptre D, ainsi qu'au-deld du
dioptre D,. On suppose que la relation établie au
2. a. reste toujours valable.

Un électron émis de A recoupe l'axe des z (a droite
de D,) en un point A”. En supposant que 5,5, << I}, et R,, et que les vitesses prises
en compte sont faiblement inclindes sur I'axe, montrer que l'on a :

5 2,
-—= =10 [5# - } 1

A SA 183

ol C est une constante que l'on déterminera en
fonction de V,, V, et de S0 = R—R, ~ R,.

Solution

1. U'électron part de la source avec une vitesse négligeable (on la prendra nulle). Sou-

mis au champ électrostatique, il posséde une vitesse 3{&1} quand il atteint un point
de l'espace de potentiel V(M) et une énergie potentielle E, = qV = —eV.

La conservation de I"énergie mécanique de I'électron s'écnt alors :

%rrwz—ﬂ" =0-0
{au point d'émissiononav~0 etV = 0.

Do Y= [—-

(1)

N . N — I-Evi
Quand il atteint le plan z = 0, savitesseest v, et V =V, 1y, = -
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Exercice s44

eV,
De méme,onauraen z = a, v, = — (2)

* Etudions maintenant lepassage z = 0 =9z = a @
Félectron est soumis 4 la force électrostatique
* dVi— dv
= ol-g )i = o
tiel V(M) ne dépend, dans cette région, que de z).

La loi fondamentale de la dynamique s"écrit

dv @ v, = cste
tm— = F=

ds v, = cste.

E: {puisque le poten-

WA

I::I.l"“\.
-
=9
L] L

_ — .
Ainsi la composante v (v . v, , 0)de la vitesse, <
perpendiculaire & l'axe Oz est conservée. e

e

Or ||r'J_" = vsini. i

DMou: v sini, = v,sing,.

-

Soit en utilisant les relations (1) et (2) ¢ M

SV sini, = [Vosind, | (3) x

o
-

Cotrrentaine

* Le résultat trouve au 1. s'apparente a la relation de Descartes en optique géométrique (pas-
sage & travers un « dioptre » plan d'un milieu d'indice n, proportionnel ,.J"F, i un miliea
d'indice n, proportionnel a fV, (méme constante de proportionnalité)):
m, SN, = mysini, .

2. a. Les arguments précédents sur la conservation de énergie restent valables. On a

2eV eV
donc: v, = II_‘ et v, = II?i
iy 8

Cette fois-ci, le potentiel ne dépend que de r{r = OM) et le champ qui en résulte est
dong radial ;

+ —
VeV e E = -gdV() = -G,
+ »
Il en est de méme de la force électrostatique F = <eE = :‘;—:ru_}r

L'électron est donc soumis & une force centrale dans la zone R, <r<R,, son

o . - .
mament cinétique se conserve et le mouvement est plan (si la vitesse v, passait par O
le mouvement serait rectiligne). Un électron se déplagant initialement dans un plan

méridien y restera. Traduisons la conservation du moment cinétique en O :
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- - - . .3

—3 — —* -
g; = ﬂMln My, = —mﬂzvzsmrzﬁ:-

Le passage [r = R,| = [r = R,] se traduit
donc par la relation :

R, v, sini, = R,v,sini,.

Soit encore

R,V sini, = R, Vysini, | (4)

2. b. Considérons, a 'approximation envisagée, que les points 5, et 5, sont pratique-
ment confondus (5, # 5,) = 5 et les angles i, i, suffisamment petits pour que I'on
puisse assimiler la tangente et le sinus d'un angle 4 son argument (tani # sin{ # 1).

+
+.
thm:m#@.ﬂ#ﬂ et ﬂ'#ﬁ (posons & = HM ).
HO AH HA'

A l'approximation considérée, on a également :
B, #R; =50#50 = R avec OH = Rcosw.

2
Onadonc 5,0 = HO au second ordre prés en @ (cmm# 1 -MT]'

1l est donc possible, dans une approximation au 1*" ordre {M voisin de 5, et 5,) de con-
fondre les points H et S d'oir :

m#i H#i et E’#i—-
SO AS SA’

La relation (4) s'écrit en confondant R, et R,: Vi, # .,I'"\T!il.
Or:i, = B+w# E(é+éj et i, = m—8" #E(.l_—L].

AS SO SO SA°
. ] 1 1 1
DI H (= =] -— [= - =].
o JFI A5+SD Jﬂ S0 SA°
Clest-d-dire ; “'E—“"Er' = ﬁ;ﬁ (5), soit: C = ﬁ;‘ﬁ‘
SA° SA 50 50
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Exercice s4s

On pourrait montrer que ce systéme est I'équivalent en optique d'un dioptre sphérique

de centre O et de sommet S séparant des milieux d'indice a1, et n, tels que g E

II
", ﬁz

Le dioptre est convergent pour V, = V. Ainsi, pour A « rejeté i I'infini », le point A"
se confondant alors avec le foyer F', la formule de conjugaison précédente (5) donne ;

5 - ¥

SF* 50

%) Lentille magnétique

1. Des électrons de masse m et de charge -e (e > 0) sont émis a partir du point O
de l'axe 0z avec des vitesses de méme module V, tﬂ . u'f, = 0). Ils sont soumis & un
champ magnétigue uniforme E = Bnﬁ: . On note o Uangle entre axe Oz et la vitesse
11_’; D= lﬂ:, "F;}I,

Montrer que pour des angles o suffisamment petits, les électrons convergent, pour la

premiére fois, en un point C de laxe Oz dont on déterminera la cote z, en fonction
des grandeurs m, e, By et V.

2, On suppose maintenant que les &lectrons, de vitesse de norme fixée V,, sont soumis a
laction d'un champ magnétique de révolution par rapport 3 l'axe 2°0z de composantes :
d
8,(,2) = f(2): Bna) = -S4 By=0
{r, 8, z) représentent les coordonnées cylindrigues d'axe Oz.
Un électron est ainsi repéré par ses coordonnées r(t), B(f) et z(1).

{Ce champ est par exemple celui crée, sur son axe Oz, par une bobine de centre 0.)

a, Montrer que l'on a r26 = %rzﬂﬂ cste ; on prendra par la suite cste = 0.

b. On considére désormais les trajectoires peu inclinées sur l'axe Oz, et on pose
rity = plz(t)]. Montrer que la fonction piz) vénfie l'déquation :

dip . efB? (2)

p =0
dz?  4mv}
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Exercice s4s

Le mouvement en projection dans le plan Oy est
circulaire, de rayon R tel que :

r
mv} V, B
=eV B==—= —- =
L¥0 B [ "-., -fm
Ce cercle est donc décrit avec une pulsation K -y
el i
m=——9etuneduréeT=z—n- o
] L]
= i s A o
La particule recoupera pour la premiére fois 'axe .t vV,
des zau bout d'un temps ¢ = T, soit en un point
Ctel que:
2-=VT= 2z = H—mvﬂms{:.
- eB,
Pour & infiniment petit du premier ordre, on a cosa =1 et :
2nmV,
eb,

Ainsi, i cette approximation, les électrons passant par le point O, avec une vitesse V,,
peu inclinde sur I'axe, convergent au méme point C de cet axe,

- . i = - -
2, U'électron est soumis 3 la force f, = —eV A (B, + Bou,).

=5
La vitesse garde donc une norme constante I"v.-"l = ¥, . Appliquons la loi fondamen-
tale de la dynamique :

=%
ma = I

: -+

r B roB W,

- ’ . : -

fo==¢ g A o] =-¢]zB-rB,

z B —rOB, ",

d*. l - .y —_ =+ — = F - x
Et daprés le cours, a = a u, + dglig+ d_ i, avec:

S Y S

Doi le svstéme d'équations
mir — B’y = —erflB, (1)
] 'd z _ ' -
; m;'d-}“ B) = —e{zB -rB,) (2)
mz = erlB, (3)
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Exercice 543

Soit: ry = ‘-1-5} n*lE) -v[,:‘-i—E] - 0.
& & A

i [ dz dz
- dp, dp;
D'on: o = lE{Eh]'l'j.lE{ZA].
Il vient alors L = l:l:l" et i o= o, les grandeurs A" et u° s'exprimant en fonction
dpl

de I:'||:z_i.]' I:r;[-z,q]' [35] E{EA]-

Soit  plz) = af l’p,{z‘p +u'p.(z)]. (7)

Ainsi, si la trajectoire de |'un de ces Hectrons (issus de A) recoupe 'axe Oz en un point A',
cest-a-dire sil'ona p(z,.) = 0, il en sera de méme pour tous les autres électrons (dans
le cadre des approxinations envisagées : o faible). En effet, la condition p(z,.) = 0 est
réalisée pour A°p(2,.)+ W'p;lz,-) = 0 indépendamment de la valeur — petite — de o,
Les points A et A" sont diis conjugués.

2. €. (1) [Vaprés les hypothéses de 'énonce,
on peut considérer que les trajectoires des / -
particules sont assimilables & des droites Lk

pour |z| = g Un tel électron pénétre dans

_h
la zone d'interaction avec une vitesse V,

incling de @ sur 'axe Oz de telle sorte que :

dp] Moo
—— 1 #— (OA==4d).
dz)p  AO

De méme, aprés interaction :

-
‘j—"J # 2% (surlafigure A’O < 0 et AO > 0).

dz AO

On a considéré que la distance a I'axe r(#) ne vanait pour ainsi dire pas lors de la tra-
versée de la zone d'interaction trés étroite.

Intégrons alors I'équation fﬁ‘] par rapport 4 2 :

T p i
]3
_L" dzid 4,,.,11.; I pB;dz.

Soit encore en faisant p = ry dans la deuxidme mtégml: :
d
1 -
d_p-) - E] o lr,:,jln‘ B;dz.
dz jp. dz /p amivy 7-5

Mais le champ B étant négligeable au-dela de la zone |2| = g,nn peut étendre ['inté-

r, F, rd o+ e
grale de —co i oo, d'oll ! —= - — # ru,[- £ JJ. Bidz.
AO AD A
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Soit aprés simplification par ry:

1
f.l'

Aver

#

2 o
‘:_z I Bldz
dmV 7=

La relation (8) s'identifie & la formule de conjugaison des lentilles minces.

Le systéme proposé correspond, pour les charges, & une lentille magnétique conver-
gente ([ déhmi positif]).
2. ¢. B) Un caleul immédiat donne :

! 4mz\-’é

2 &
l, = = Bﬁaj

(L

Application numérique : f* = 10 ecm.

4

BmV,

~ nelBla
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Thermodynamique

+ Hydrostatique et gaz parfait
- Bilans d’énergie

- Bilans d'énergie et d’entropie
« Corps pur diphasée

- Machines thermiques




1.

Ce qu’i] faut r:urnprench*e

5.

Dans les deux cas, il faut exprimer le fait que la pression varie verticalement dans un
fuide en équilibre [i—: = - pg). et qu'elle garde la méme valeur en deux points d'un

méme fluide situés a la méme altitude ( P = P{z) seulement & Uintérieur d'une zone
de fluide homogéne).

Lorsque la pression varie, les niveaux d'équilibre des différents liquides sont modifiés,
v compris dans la cuve (A), les variations de ces niveaux élant lides par la conservation
du volume de chacun des liquides (que I'on suppose bien siir incompressibles : leurs
miasses volumiques sont données comme constantes).

Sel]utichn

1. a. Considérons un fluide incompressible de masse volumigue p, soumis au seul
+ -+ o , e
champ de pesanteur ¢ = —gu,. La loi de 'hydrostatique s"écrit ;

—_— Y *
—grad P+ pyg = 0.

Par projection sur Oz, il vient :

_% +Pal-g)=0=P(z) = csle —py ez,

R =t e
e e

Considérons que les niveaux correspondent i des hauteurs (exprimées en métre).
Dans le premier état, (P = Py} la pression en A vaut Py, et d'aprés la loi de 'hydrosta-
tique,ona: P, = (P, =Pyl +(Ps-P-)+P-
or P,=Pg = pg(N, =N} Pg=Fp = pg(N,-N,) et P =0 (f. énoncé).
Doti: P, = pg(N,-N,)+pg(N,-N,} (1)
quand la pression extérieure passe a Py + AP, les niveaux varient respectivement de
ANLAN; et AN (AN, =0 AN, > 0 et AN, < 0 pour AP >0,
On a ainsi :

Py+ AP = pg(N, + AN, = Ny - AN,) + pg( N, + AN, - N, - AN,) (2

Chapitre & - Thermodynamique @1
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Exercice so1

Et en faisant la différence (2) =(1):
iﬁ.P = p'g{ﬁH|-ﬂHn]'+ uﬂﬁ”l"ﬂﬂl }a

Il reste @ traduire la conservation du volume :

—du mercure, soit: 5,AN, = -5, AN, (AN, <0 pour AN, =0}
— de la glycérine, soit  5,AN, = § AN,

Eliminons AN, et AN et faisons AN, = AN:

N 5 S5y 5
AP = S&N[p[s—: +5_.:.5_.]+“[| _5_.]]

or AP = pgAH (AH = variation de pression exprimée en hauteur de mercure).

5, 5 5
aw[—f-p—*-plf(l-—*]]
5, 5 P 5,
AN |
el —_—
TN

== 4
S, 5, pL s,

Dol AH

1. b. Avec les valeurs fournies, I'application numérique donne :
AN
— = Tl
AH

La variation de niveau est notablement plus importante que la variation AH de hau-
teur de la colonne de mercure d'un tube barométrique « ordinaire » : la sensibilité du
barométre a é1é augmentée.

En effet, avec un tube barométrique ordinaire, on aurait : -
H = H,+AH = HD+1{I+§] Ny . e
soit: —— = !
COAH T s
S
S0 = 0,995#] Ho "
ehenprenant s = 5,: =5 = 0,995
d'oll x# AH pour un tube barométrique ordinaire.
Parcontre : AN = 779AH#7.8-x L
le rapport % exprime bien — & trés peu prés — le gain I:I;r LI
en sensibilité di au dispositif adopté. ..
2. a P, P, P, + AP P,
% L l-l-l-l rETTYE N DN l.lrr.l::'T'T::-W"r:iL -------------- qr
ki, C /
¥ 0 )
” : % | 2
ARl YT, B R . .
' 11 x .
A ,.Lg,l _____ S— JAL L
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Léquilibre hydrostatique se traduit dans le premier cas par :

Soit  pyhy = pyhy  (3)

Puis pour le nouvel équilibre :

Py =P, avec Py = P+ AP +pghi et Py. = Py+p,eh;.

Soit AP = (p;h; —p,hjlg (4)

Traduisons maintenant la conservation des volumes des deux fluides :
xs=(h+x-h )S=h-h = x[%—l)

; (5)
xs = (h —x—h)S=h —hy = x[gn]

(3) et (4) donnentalors: AP = [py(hy = h,)=p,(h; =h,)]g

Soitavec (5): AP = :p1[1+§]—p,[1—§]]gx.

|
[ip; P+ glpy+ p.}]g

. X
Dol —_— =
AP

2. b. Applicarion numérique : Eip = 447 - 10" m - Pa!

soit % = 0,45 mm - Pa~', ce qui correspond a une sensibilité élevée,

Pour s'en convaincre, on peut comparer i ce que donnerait un manométre constitué
d'un simple tube en U rempli d'un liquide de masse volumique p = %{p, + Pyl
P=P,+8P = Py+2x"pg
soit P
X1 p |
oF  Ipg  glp +py)
d'ol, en comparant x A x"

o1

i, S 8,86 -!:jf.
x g PamPy x A
-+ ﬁ

S patp, 7

ce qui montre bien 'amélioration de la sensibilité. ..
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Exarcica sog

@ Cone au fond d’un récipient

Un cone de hauteur f et de base circulaire de
rayon R repose sur le fond d'un récipient conte-
nant de leau sur une hauteur H. La pression
extérieure est supposée uniforme et égale & P,.
La masse volumique de l'eau est p,.

On cherche 3§ déterminer la résultante ﬁ, des
efforts de pression s'exercant sur la surface laté-
rale du cone.

o

0 R

1. Déterminer la force I?T, en utilisant la notion de poussée d'Archiméde. On envisa-
gera deux cas et on tracera la courbe donnant

F = |F] en fonction de x = E

On fera les approximations nécessaires, tenant compte d'une masse volumigque de
'eau & peu prés 1 000 foris supéneure & celle de Uair.

On pourra exprimer tous les résultats en fonction des grandeurs : F, = nR?P, et
F, = p,gV o0 V désigne le volume du cne {".I' - %n:ﬂi’h].
2. Retrouver les résultats précédents en effectuant un calcul direct de I?: Commenter.

11. Ce qu’i] faut saveilr
* Loi de I'hydrostatique.
* Poussée d"Archiméde.
11. Ce qu'i] faut comprendre

1. Pour appliquer correctement le théoréme d'Archiméde, il est nécessaire que le
solide soit entiérement entouré de fluide(s). Il en est ainsi si l'on imagine le cone main-
tenu en position par rapport au niveau haut de I'eau et que 'on abaisse le niveau bas.

La poussée d’Archiméde IT: comprend alors la résultante F' des efforts de pression
qui s exercent alors sur la surface de base du céne, et qu'il fandra donc retrancher pour
obtenir 1?:.-

2, 1 suffat de se rappeler que la force élémentaire s'exer¢ant sur un élément de surface
A est donnde par 'expression : E? = _Pn 3L +

n
On intégrera sur toute la surface latérale du cone, et on tiendra P
compte des symétries du systéme. /
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i7%. Solutien

1. La résultante des forces de pression s'exergant
sur la surface latérale n'est pas modifiée si I'on
décale le fond du récipient vers le bas tout en
maintenant fixe le cone. Dans cette configura-
tion, la résultante des efforts de pression sur la
surface totale _-:l}u chne s'identifie & la poussée
d’Archiméde P,.

‘0
Nous avons done : ET; = E; + ]-:|= (1) avec LT; = =M ey diplaces §
ol ]?!' est associée aux efforts de pression qui s'exercent sur la base du cone. Il vient :

F' = [Py+p gHIMR? , (2)
En effet, la loi de I'hydrostatique s'écrit ici : - % -p.g=0

soitavec p=p = cste:rj-t:-ptg = csle.,
Et aprés intégration: P(z) = P(H)-p_giz-H) = Py -p_ glz=-H).

Pour z = 0, nous obtenonsdonc P = Py + p_gH.

(1) et (2) donnent : Fyp = Py — RR2(Py+p,gH)i,. (3)

[l reste & déterminer la poussée d'Archiméde dans la configuration précisée ci-dessus.
Elle est égale et opposée au poids des fluides déplacés. Deux cas sont donc a envisager :
i) H = h, le cone est entouré d'eau de telle sorte que : IT; = -pu‘-’f = p,‘h"g;: (4)
B)0<H<h, le cone n'est que partiellement

immergé dans I'eau ce qui donne :

Pr = —[p.V, +pdV-V)]g

V, désigne le volume « baigné » par air.
[l faut alors remarquer que la masse volumique de
I'eau est bien supérieure & celle de ["air (% ~ Ii}"], ce qui permet d'adopter le cadre

4
d'hypothéses suivant :
H1 - La pression dans I'air est uniforme et vaut Py,
H2 - La contribution de la poussée d"Archimede due a I'air est négligée ce qui impose :

F:#-pe[.v"vl}f (3)
En toute rigueur, il faudrait que 'on ait p(V -V, ) == p,V, ;cependant, pour V, = V,
on a IT; = -p,‘v’E = +%ﬁRlp,hgu_}z grandeur qui est effectivernent négligeable dans la

mesure o1 'on a fait hypothése H1, qui revient i ne pas tenir compte de la chute de pres-
sion (p,hg) surla hauteur du cone. ..
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Exercice o2

Calculons Vet V,: V = %nﬂzh

1 R R’
Vo= SR ; Pl h
. 3““‘ et tand S
A
dou V, = %nﬂlh[%) avee W =h-H

L]
soit V, = v[t—t—ﬂ .

A cette approximation, nous obtenons donc : i’_: # pJ\l’[l - (l - —]}]u .

Nous pouvons maintenant donner l'expression de la foree F

) H = h: Fp = p,Vgi,~tRY(P, + pgH)i,
Do : F; = {— anPﬂ—pbg"-"[%— 1]}5:

Et avec les notations du texte Fy = mR?P,, F, = p gV

Fp = {—F{,—Fl(j%— l]}ﬂ'; (6)

Dans ce cas, la pression varie linéairement en fonction de H en tout point de la surface
latérale du cone, il en est donc de méme de la force F:.:

p,_g‘l-"[l - [I - %}‘]E—:— RRYH(P, + p,gH]m—:.

S L e )
1

[l v a bien continuité de I?:. {conférer (6) et (7)) pour h = H.

I

_j
I}]HE]!: FP

-

u, | (7]

Tragons le graphe donnant F, {E; = —PP:-:;} en fonction de la variable X = l;—f:

T

-

il
=T

Ona  Fp(0) = Fy; F(1) = Fy+ 2F,.
+ Remarquons enfin que le solide reposera (sans intervention exténeure) sur le fond du
récipient que si son poids est supérieur a la poussée ' Archimede, soit pour

Mg > pV-V,) pour H< h

Mg = p,V pour H=>=h.
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2.0na: I?: = —JIP[M}:E\E_

La répartition des efforts de pression posséde la symétrie
de révolution autour de "axe A z du cone, de telle sorte que
la résultante de ces efforts est colinéaire a u-z soit :

R = (B i, = {[foni 282}, = 5.
-+ =3 .

Notons que n - u, = Sind.

Pour calculer 8Z, considérons la portion de la surface du

cone situde entre les plans de cotes z et z + dz; nous avons :

OE = 2murdl, avec dlcoso = dz.

De plus, tanat = ': ) (origine prise au sommet A du cone)
soit &K = —lﬂztﬂnﬁ.d— et -u:EE = -2nztan’adz.
oS0
0
D'oil FP=-lmta.n=c1J P(z)zdz | (8)
-h

Envisageons alors les deux cas de figure selon que le cone est complétement immergé
ou non dans l'eau :

o) H=h:
P(z) = Py+p,g(H - h—2z) puisque la pression doit augmenter lorsque (-z) croit.
L'intégrale (8) s'écrit alors :

]
Fp = —2rtan’ct| [Py +p,g(H - h—z)]zdz
—h
ce qui donne :

Fp = ~Em:1n=-:-:[1r' ( H)ﬂih-ﬂ'{H h) - [ 2] ~Pe8 i;’]

h

Finalement, nous obtenons avec V = Iirr.th :

Soit avec tanQ = R (etdonc R = htanot): Fp = nRIP -I-:I'I:Rlpl__g[l'l h+z—;]j|

Fp = RRIP, + p,gv[—— 1]

By H=h:
Rappelons que " = k- H, d'ol:
P=P, pour -(h-H)=z=10.

P=P,+p.glH-h-2z) pour -h=z=-{h-H).
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Exercice so3

Lintégrale devient ici:

_ o | pothem 0
Fp = =2ntan {1“_1. [P, + ptg{H-h-z}zdz]+Lh_H]Fn,zdz}
~-HE K
F, = —2Rtanla {[Pu+ p.gl(H - h}][{h% - ”ﬂ
h-HY kK h—H)?
o525 {0
Soit encore :

k? 1 1 h' ke
- B = and - — - i - || - — — -
Fp 2mtan l:r.{ Py p.glh-H) [ 3) p-ig| - Ell{H M”

F, = nnz{pﬂ+p=g%‘(1 - %JZ p,g[H-m%h]}.

3
Finalement |Fp = nRIP,+ p-rg‘l.f{[l - %) -1+ i_H}
1

Ces résultats, établis par un calcul direct sous forme d'intégrale, sont bien sir identi-
ques @ ceux obtenus & partir d'un bilan de forces utilisant le théoréme d°Archiméde.

P POINT METHODE

La premiére méthode semble donc prétérable a la seconde.
Encore faut-il s'assurer que 'on peut utiliser la notion de poussée d'Archiméde
(I"état de référence devant correspondre 4 un état d'équilibre hydrostatique. .. ).

@ Ballons ascensionnels

1. Montgolfiére : on considére une enveloppe de volume constant V,, remplie d'air
(supposé gaz parfait) 4 la température T'. Ce ballon est ouvert 3 sa partie inférieure,
de facon a rester constamment en équilibre uniquement de pression avec l'air exté-
rieur (dont la température est T). On note M, la masse totale de l'enveloppe, du dis-
positif de chauffage, de la nacelle et des passagers.

a. Exprimer la relation liant T° notamment & T et P pour que le ballon soit en équi-
libre du point de vue mécanique, & la pression ambiante P.

b. Application numérigue : Vg = 1200m3; M, = 400kg; g=98m s?%;

P, =P, =10°Pa; T, = 290 K (valeurs de T et P au sol). Masse volumique de
l'air dans les conditions normales (Pyet T, = 273 K) : pp = 1,3 kg - m-3.

Montrer que le ballon décolle si T° est supérieure & une température limite T; que
l'on calculera.
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A1,

¢. Pour quelle valeur T; de T° le ballon serait-il en équilibre & l'altitude de 200 m ?
On posera T; = Ty + AT" et on cherchera & déterminer AT’ sachant qu'a cette alti-
tude, la température est T, = 289 K. Commenter.

2. Ballon-sonde : dans ce cas, l'enveloppe du ballon (souple et ouverte 3 la partie
inférieure) a un volume maximal V, = 1 200 m?, et ne contient initialement, au
moment du décollage, qu'un volume V, d'hélium, aux conditions de température et
de pression de lair environnant (valeurs T, = 290 K et P, = P, = 107 Pa au
niveau du sol), la masse de l'enveloppe et du matériel employé est M, = 250 ka.
Ondonne: R = 8,31 -mol-'-K-*; g = 9,81 m-s%; masses molaires de 'air et
de 'hélium : 29 et 4 g - mol-1.

a. Quelle masse minimale d'hé&lium faut-il introduire dans 'enveloppe pour que le bal-
lon décolle ? Quel est le volume V, correspondant ?

b. Le ballon a été rempli, au sol, avec un volume d'hélium V; = 300 m3.

Quelle est la force ascensionnelle au départ ?

Comment évolue cette force avec altitude ?

Quelle peut étre la loi du mouvement ascendant du ballon 7

€. Déterminer la relation liant les valeurs T et P de la température et de la pression

de l'air a l'altitude ol le ballon est en équilibre. Donner la valeur du plafond H atteint
par le ballon dans U'hypothése d’'une atmosphére isotherme. Commenter,

Ce qu'i] faut saveir

1.

* Poussée d"Archiméde,
= Loi des gaz parfaits,
* Loi de I'hydrostatique.

Ce qu'i] faul comprendre

1. a, Le ballon est soumis & son poids et a la poussée d’Archiméde : il est important de
bien préciser le systéme, et le volume qu'il occupe; le poids sera donc celui du
o« matériel » {masse M), et celui de air chaud contenu dans le ballon {masse m”).

b. Pour de petites variations d'altitude, température et pression de |air atmosphérique
varient peu : on pourra utiliser une relation approchée pour calculer la variation de
pression.

2. Dans le cas du ballon-sonde, les forces en présence sont les mémes, mais on a alors

intérét & limiter le systéme au matériel et 4 'hélium emporté, de volume total pratique-
ment égal 4 celui de I'hélium. Enfin, lorsque 'altitude varie

+ de nouvelles forces peuvent apparaitre ;

* les conditions de température et de pression changent, et le volume occupé par
I'hélium change : si ce volume atteint la valeur V', de 'hélium s’échappe du ballon. ..
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Exarcice sol

13, Solution

—

1. a. Prenons comme systéeme le ballon, ses accessoires et son contenu : il est soumis
aux forces de pesanteur et & la poussée d'Archiméde I?: , 50it une force ascensionnelle :
=P =(My+m g (1)

en notant m” la masse de 'air - i la température T - contenu dans le ballon.

La poussée d'Archiméde I?:, est égale au poids du volume V d'air - i la température
T —dont le ballon occupe la place : on peut raisonnablement prendre V = V, {ce qui
revient a négliger devant V,, le volume occupé par le matériel et les passagers. .. ).

Exprimons Py : Py = pVog.

Et d'apres la loi des gaz parfaits, PV = alT = % RT (M = masse molaire de air).

_nM _ MP _ MPU
Dr pdil - 1"., = = ﬂgir - R.T AWEC pﬂ = R__[.u ‘-i EI‘I-'IJI]-EE:I.
, P Ty P Ty
Dot P === (2} et P, = pVyg— - =
I}PI.'.I T n 0 PI} T

Pour déterminer la masse m’ d"air contenue dans le ballon, il suffit d'utiliser (2) en y
remplacant T par T (air chauffé). Vo :

P Ty
m=pV,=2m=p,V,=—: =-
A ¥y PaVy P, T
La force de propulsion (1) s'écrit alors

Flpyrr 1

Le ballon est en équilibre i I'altitude considérée (air ambiant & la pression P et & la tem-
pérature T} pour une température T de I'air du ballon telle que f{T') = 0.

Cooniirienfaine

- -
Cela suppose 'existence de frottements Huides (du type [° = —aV ) de telle sorte que la
vitesse de montée sannule en méme temps que la force... _J

1 1 1 M, By

Soit: — = === .
] T T TypV, F

(4)

1, b. Le ballon décollerasi'ona f=0 pour P = Py et T = T, = 290 K. Cela sup-
pose donc, d'aprés (3) :
| 1 M,

T =T, avec daprés{4): — = - {3
! T, T, TypeVy
[Yoi T = T T, = 399K (3986 K)
ol P = W P = v .
TopyVy
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1. €. Le ballon est en équilibre & l'altitude de z = 200 m pour une température T
telle que (cf. (4)) :

1l reste & déterminer la pression P, de I'air ambiant. Ecrivons la loi de I'hydrostatique :
dP : _ P T
dz_ ~Pg ou p F"u
T variant peu (T (ausol) =T, =290 K ; T(z = 200 rn] = T2 = 289 K }, on négligera
les variations de p sur une différence daltitude de 200 m, d'od

1dP Te  13x273 %981 g
pdz - Pop T 0290 o0 m
La pression varie donc également trés peu sur le méme intervalle,

. N dpP Ty Py Tu
Pasons PI = F‘u + AP, Mous ferons | approximation : E = pﬂgf-l ' -P—Dﬂn p-u,ng

T
Soit AP# - p,“gz—g- Soustrayons alors les relations (5) et (6). [I vient :

TI
11 _1 1 1M !
T, Ty T, T, TopeVo| |, AP
Py
_ ) , , s 11 AT
= s — e ——.
soitavee T; = Ty + 8T AT << Ty = g =7 =T
. I 1 _AT
—_ o — e m— R m—
Deméme T, = T, + AT et |AT| T,=:~_l_I T, Tf
1 AP ot AT, Mo Ty
Bt Lap R, o AR [T TopoVa 5T P,
L1
, ,_ TVTAT | Mggz
soit o7 = [+

Lapplication numérique donne AT = 1,7 K avec (AT =-1K).

Commentaire

I La température T d"équilibre est une fonction lentement variable de 2, Un faible échauffe-

ment de ["air emprisonné dans le ballon suffira & faire varier notablement 'altitnde da I:lallni—l

2, a.Comme précédemment, le bilan des forces s'exergant sur le systéme
{enveloppe + hélium + matériel) fait apparaitre une force « motrice » résultante ;

.Ilr = P,i.,— My 8= MI}E
La poussée d"Archimede correspond ici a
Mai.rpl:l
Py = Pran@Ve avee P = R—T.
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Or I'hélium contenu dans le ballon est dans les mémes conditions de température (T, )
et de pression (P = P} que I'air extérieur, soit :
HH!’PU
Mye = Puef © Pye = 57—
H He H HTl

air

vuﬁ Mige 8§ = Myg.

/= [(MH, e~ M

Finalement : = pH'M

Commentaire
My,
Le rapport — = d représente la densité du gaz Hélium par rapport & [air. _I
r"'l||ir
Le décollage n'est possible que pour > 0, ¢'est-a-dire :
M
My > l—ﬂ soit iy = 40 kg.
-—-1
d

Ce qui correspond i un volume V, tel que :
i iy BT
Vg = —= = —= 1 it V=241 m’.
T Pue My !

2. b, Il suffit d’exprimer f en fonction du volume d'héliom introduit dans I'enveloppe.
_ "|M|-|=Fu _ ]
= - el o

Lapplication numérique donne f = 601 N.

Sous |'eftet de cette force, le ballon va monter, ce qui entraine une diminution de la
pression (et de la température...). Mais f ne dépend que de la masse d’hélium intro-
duite au départ : tant que celle-ci reste constante, la force reste constante.

Cependant, il serait tout i fait abusif d'en déduire que le ballon va avoir un mouvement
uniformément accéléré ! En effet, lorsqu'il y a mouvement, apparait une force supplé-
mentaire, due au frottement de Iair sur 'enveloppe, force qui croit avec la vitesse. En
pratique, le ballon va s'élever 4 la vitesse limite pour laquelle la force de frottement est

égale d f...

2. & Le mouvemnent précédent - pratiquement uniforme - va durer tant que riy, reste
constante, ¢'est-a-dire tant que ¥y, <V (I'hélium n'occupe pas tout le volume du
ballon).

A partir du moment ol Vi, atteint la valeur V_, la masse d'hélium peut diminuer (de
I'hélium s'échappe par 'ouverture a la partie inférieure) et Ja force f également : le
mouverment ascendant se ralentit, et le ballon atteint son altitude d'équilibre pour
f=0,avecV=V_:

.-f= [{MIH_M]IE:]RF:[- " M-I} =0
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on a remplacé dans (7) Pypar B, T, par T et Vy par V.

P MR
T - {MIir_ Mll:}vm {E}

Soit

Application numérigue : % = 69,25Pa- K1,

P
On peut comparer cette valeur a la valeur au sol : T—“ £ 345 Pa - K-
1

et remarquer que < diminue régulierement avec altitude (les variations de pression
I'empaortent largement sur les variations de température... ).

Sil'on fait "hypothése d'une atmosphére isotherme entre le sol et Ialtitude atteinte par
le ballon sonde, soit T{z) = T,, on peut alors déterminer la pression P(z) en fonc-
tion de l'altitude z et en déduire le plafond H.

Revenant 4 la loi locale de "hydrostatique, nous avons :

e P T
NP PogTy
d'oi ﬁdF =BT, dz. ,
: ; L o T SR '
Et aprés une simple intégration : Inpﬂ = _PuTl z=--olas= F'-WE = §,33 km.
Le plafond (¢f commentaire du 1. a.) {2z = H) est obtenu pnur$ = 69,25 soit:

T
H= -aln[ﬁg,zs : F‘] =H = 13,4 km.
Q
Commentaire

I L'hyepothése de 'atnwosphére isotherme n'est certainement pas trés réaliste dans lecumhagélj

@) Effusion par un trou

1. De I'hélium est enfermé dans un recipient de volume V = 1 L maintenu a 0 *C. La
pression imtiale est Py = 1 mmHg.

A Uextérieur du récipient, c'est le vide absolu. Sachant que la parol est percée d'un
petit trou d'aire s = 1 (pm)?®, établir lexpression de la pression P dans le récipent en
fonction du temps. Au bout de combien de temps, la pression aura-t-elle diminué de
moitié ?
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2, Au lieu de sortir dans le vide, les atomes passent du récipient (1) @ un récipient
(2) de volume V identique au précédent. Les deux récipients sont séparés par une
paroi diatherme percée d'un petit trou de méme surface que précédemment.

A la date f = 0, le récipient (1) contient de ['hélium sous pression P, ; l'autre est vide.
LUensemble est maintenu & 0 °C.
Etablir la loi donnant la pression P, dans le deuxiéme récipient en fonction du temps.

P
Calculer la date 3 laquelle P, = I"

Uhélium est un gaz monoatomique de masse molaire M = 4 g - mol™. Le trou est
assez petit pour considérer que le gaz reste au repos. On considére que tous les atomes

ont une vitesse égale 3 la vitesse quadratigue u = F'TF" Ces vitesses ne sont orien-

tées que selon +u, iE:, .t u_}r . La répartition dans ces six directions est isotrope.

On donne la constante des gaz parfaits R = 8,31 - K - mol.

11. Ce qu’i] faut saveir

* Vitesse quadratique moyenne d'un gaz parfait monoatomique.

* Loi des gaz parfaits.

17. Ce :i'u’i] faut dﬁMPt‘ghdl‘e

1, Il faut déterminer le nombre d'atomes qui s'échappent par unité de temps, puis
relier ce nombre a la vanation de pression.

2. Iy adla fois passage des atomes de | = 2etde2 — 1.

| Snljl’tian

S —— S

1. = Soit u la vitesse quadratique moyenne des atomes d’hélium.
L'hélium étant un gaz monoatomique :

. = [PRT
T M

; P . . . l . . —»
* La répartition des vitesses étant isotrope, r des atomes a une vitesse orientée selon w, .

* Les atomes sortant par le trou d'aire s pendant la durée élé-
mentaire df sont contenus dans le oylindre de volume
udt
-~ dv = sudt.
B “-; * La densité atomique étant % le nombre V d'atomes pré-
vV, T sents dans le récipient diminue pendant le temps dt de
sudtN IRT
=" = gwm N
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6V | M

Soit en notant T=T T {1}:
dN _ N
dr 1

et en tenant compte des conditions initiales (N =N, at=0):

[}

N = Ny T,
Par ailleurs, d"aprés la loi des gaz parfaits :

_ NRT

P N

» N, étant le nombre d’Avogadro,

o

lvientdonc | P = F“E_;

Fy - oV | M
P = ~ Ppour r]T = 1in2 | soit i'i = mlnl (2).
Application numérique :
i, = 37 jours.

4

2. 1l faut maintenant tenir compte du passage des atomes de | vers 2 et de leur passage
de 2 = 1 tout en conservant le nombre d'atomes :
Hﬂ = .[";'. + Hz [3:'

dN M, N
ona — = - — + — (4} comme précédemment avec T' = Tcar V et T sont iden-

tiques pour les 2 récipients.

dM
Soit, en &iminant T_rl et N, dans (4), a l'aide de (3) :

dN, IN, N
e SPpwinte B

dt T 0T

2
N:RT _ Ny RTf, -%
EIPE—E? —z—',,.T(l—-E T:]

F,u_ T
P - "= =In2.
2 = q Pﬂl.ll'f 1 n

’

Application numérique : "= %I”I = 18,5 jours,

Chapitre & - Thermodynamique @5

Exercice sog =



Exercice sos

@55 Cloche renversée

On renverse une cloche cylindrique de section s, de hauteur h et de masse m, et on
la laisse descendre verticalement dans une cuve 3 eau. La cloche s'enfonce dans l'eau
en empnsonnant I'air gu'elle contenait et occupant initialement son volume inténeur.

A l'Bquilibre, la cloche flotte, la pression atmosphérique

vaut P, et la masse volumique de ['eau est p. Lépaisseur P, § ]

des parois de la cloche est supposée négligeable. s ¥l air Al
1. Déterminer les hauteurs x et y repérant les surfaces %

libres de l'eau par rapport aux bords de la cloche, ¥ I

2. a. A quelle condition - sur le volume V, = hs de
la cloche - celle-ci peut-elle effectivement flotter ?

b. Retrouver le résultat précédent en utilisant le théoréme dArchiméde.

I Solutien

1. Lair emprisonné dans la cloche est comprimé par l'eau P,
qui y pénétre. Notons P sa pression. YRR
L'équilibre mécanique de la cloche s"écrit alors Py bt
Ps = Pys+mg (1) P
Pour déterminer la pression B, on supposera 'équilibre ¥ ¥
thermique atteint, et on assimilera I'air 3 un gaz parfait, R
i A

soit en notant ng le nombre de moles d'air emprisonnées.
P,Vy = P-(V,—sy) = n,RT (2)

Eliminons P entre les relations (1) et (2) :

P PoVgs
4 Mg = .
a & v[:l - 5y
Soitavec Vi, = sh:
P,sh
h=y= 4 = y=h|l- ! ,
Pus + myg 1+ 8
Pys
Finalemnent yv=h- ! (3)
Pys
l+—
mg

La valeur de x s'en déduit en évaluant de deux fagons différentes la pression en A :
onadunepart: P, = P+ pgy
et d'autre part: P, = Py = P+ pgx.
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’_ Vy v,

On a donc + P
Va+V, V4V,

(1)

La masse d’air Emp pompée aprés un aller et retour correspond a :

& p P’ Mv"P‘ P’
iy = m{P) = m(P') = —2(P - P").

Soi 5 :M"I.-"n PVE_PrV| 5
ait m, = RT VsV, (2}

Omn atteint la pression limite pour P* = P = P, ,d'oi:
vl
=
"WV,

1||l|’I
Pe=P,— | (3

P,=P — +P
4 { €Ny
1

1n.-'=],+ 1""::

Cormmientaire

| O aurait également pu écrire que la limite étant atteinte, on 4 nécessairement E:ﬂp =1
pour P =P, ce qui redonne bien le méme résultat. I

Application numérique : si l'on tient compte de V, == V, et V, =V,

ot 1 _ V-V, _ E N
ip = P -P#ﬂ{PtU,-P\’JJ = P,[ v, )--Pwﬂzaﬁp ~100 Pa

MV
Bm, = = (-8P) = 8m, = Li5g

¥
|=r,=1=-,,|Tl=.-1=~f = 10* Pa,

2. a. Avant le niéme aller et retour, la pression dans le réservoir est P, _ ;.
Aprés, elle devient P La relation définissant P & partir de P, _ | est la méme que celle
établie au 1. entre P et P (faire P = P, _ et " —= P ), soit:

Vi vV,
"= P""vﬂ-p vi""P‘ VvV,
Il suffit de noter P, = ¥, (pression de I'air dans le réservoir avant le début du pompage).

Les différentes pressions successives dans le réservoir lorment une suite { P, }. Sachant
que cette pression doit tendre vers Py, posons: P, = P, =P,

P

Dol : Pe+ P, = "'"n {P'¢+F’r 1) +P“L-’ TV,
. Vi |¢1'|-" {"l.-"z V.,
t : =P - P,=P —|.
soil encore P, Vor v, o +1"'ru+1"'r: Vot v, [ £ “"":)
o

La suite { P, } constitue donc une suite géométrique et :

LTy ]
v i LI #

Finalement, nous obtenons : p_:p{+[ ] (P -,) | (3

Yo+ V,

Chapitre & = Thermodynamigue @3
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Exercice so7

2. b. La pression dans le réservoir vaul :
P=P, at=20
1" = I."l i'i t| ﬁt
P=P, azt, = nit el

i

ol At = % est la durée d'un aller et retour du piston,

V N,
Onadone P, = P(1,) = Pr+{P¢—P£][V +“v ) :
i I

. VotV
Soit encore: P(r)) = Po+ (P, - P lexp —N-',.lﬂ[ v )
o

V, Viy W, . NV,
or ‘n-_",:, << | =2 ln[il + 1I|ITm] = "T“' cequidonne : P(1,) # P+ (P, - P,}ﬂp[—?ﬂa‘_).

[l apparait un temps caractéristique T d'évolution de la pression :

vil

=I‘~!‘l-fz T = 10 5.

Le temps est trés grand devant la durée Af de chaque « cycle » puisque :

v
LI ST
TV
On peut alors considérer que la pression P dans le réservoir évolue de facon quasi con-
tinue selon la loi :

P(t) = Py + (P, - P,}exp[—-]

2. € On a établi au 1. que :
Vi vV, PV, =PV,
5P = F,,H—P,,—P,,[m—lj+ﬂvu+vl— =

&P 1 P, Py 1 P,
A m[v‘ﬁ_vl] - (_P_,_] - vﬂq-vz[v?"vlﬂ]'
o AP 1
a |- & —— _._ -2
Ainsi, on a ( 5 )n "'.-"ﬂ+"\-"! -V}~ v, 10

La quantité 5P étant trés faible devant P, on peut confondre la dérivée de P(t) avec le
taux d accronssement 1:%':1 ce qui donne :
L 6P _ N
TR TV, +V,

NV
D' oi Véquation différentielle {5 + o ‘i"z P = 7 T\-’;_ P.V,.

1

_ BASASR LY 9P p =
Soit avec t—N v, NV, et F!'"Fe-l,,r d+P P;.
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Exercice so7

- Vi dv v
diot: W, = -P__,V, T e W, = —F“lvzlnﬁ-

P
Soit |W,=-P_, .V, h{—P-]

* 4° phase :

L'air est refoulé & pression constante P,
doii: W, = =PV, - V")

soit. W, =-PV + F,]"u-"'"'

avec P, "..-”' =P .V, E—
P V"
et: (W, =-PV,+P,, V, - _ PV,
I J ! ;
Le travail total qu'il aura fallu fournirest: 5 5, 5 5,
Wonrn—=n+l) =W, +W,+W, +W,
P P
We(n=n+l) =PV In[F ]+f]=" V,+ F,_.‘u’l}in[ ;"]
L L
I:prr*II
_Prr-rlvil'n( P )+PE+|1||-"1—|:?!1'!"|

£

ave, deplus: P, (Vy+V,) = PV, + PV, (4)
Ce qui peut encore 5'écrire sous la forme suivante :

P
Wl = n+1) = [PV, -(P,V,+ P'r‘b"l}j.]n(P—"]

P
"'H:F Vv "'Fv]_Fq+lvllln[_;:.1j+[Fn+Ivl_F:vll
or d'apres (4): P, Vy+ PV, -P Vs =P, ./Va E
el P 1"'.-:_ P.“] = vn{ Prr_ Prlt I}'

nwk

P P
Do Wﬂ{n—}!!-l-l}l:—l:"VJH(P]'FF"”V In[ :}”] VP, =P,)

g

Calculons maintenant le travail nécessaire pour atteindre la pression limite P; dans le

PESErWOIT 3
@ = - I::|.r|+1 I'JI
TR YINROR (ORI CSRANE))
1] 4] ©

v

P, P,
soit avec Py =Pt Wy = =V (P, P )+ V [Pfln[F ) P |n[ J}
€ t

P
Finalement Wy ==V, (P, — P+ VP, In(P‘]
e
Application numérigue : W, = —1- (10 - 105) + 1 - 10°In [::gsj = W, = 94k
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" B. Bilans d’énergie

@™ Equilibre mécanique - Equilibre thermique

Un cylindre, 3 parois thermiquement isolantes, est séparé en deux compartiments par
un piston initialement blogué. Ce piston est faiblement conducteur de l'énergie ther-
migue et de capacité thermique néagligeable. Dans ['état initial, le compartiment de
gauche contient n, moles d'un gaz parfait dans les conditions Py, V,, T, et le compar-
timent de droite contient n, moles du méme gaz parfait dans les conditions P,, V,, Ts.

1. On libére le piston, et l'équilibre mécanique s'établit rapidement entre les deux
compartiments, avant réalisation de l'équilibre thermique. Calculer la pression P.

2. Montrer qu'ensuite U'équilibre thermique s'établit & pression constante, Calculer la
température T d'équilibre. Quelle température d'équilibre aurait-on obtenu si le pis-
ton était resté bloqué dans sa position initiale ?

3. Comment sont modifiés les résultats précédents lorsque les deux gaz parfaits ne
sont plus de méme atomicité ?

Bl Ce -:[1.1’1'1 faut saveir

* Premier principe.

» Energie interne d’un gaz parfait.

#1. Ce qu'i] faut comprendre

1. Le systtme constitué des deux gaz et du piston est isolé de V'extéricur. L'état de
départ est un état hors équilibre et le systéme finira par tendre vers un état d'équilibre
correspondant nécessairement i :

— I'égalité des pressions (piston mobile) : P = P, = P;

— I'égalité des températures (piston conducteur de I'énergie thermique) : T = T = T.
La conduction thermique du piston étant faible, on peut considérer que I"équilibre méca-
nique s fera avant I'équilibre thermique. On supposera donc qu'aprés une 1™ phase, les
pressions 5 égalisent dans les dewx compartiments sans pour autant que les températures

des gaz soient identiques. Dans une 2° phase, le systéme évoluera pour atteindre également
I"équilibre thermique tout en maintenant des pressions égales de part et d'autre du piston.

2, Alafin dela 1™ phase,ona P{ = PJ = P (pression calculée au 1.).

Le systéme maintient ensuite ] = F;. Cette valeur commune reste en fait constante
car on s est placé dans un cas particulier : méme gaz parfait dans chaque compartiment
(c'est-a-dire méme capacité thermique & volume constant... ).

3. La nouvelle pression commune P obtenue & la fin de la 1™ phase évoluera en fonc-
tion des volumes V', et V, et donc des températures T, et T, jusqu'a une valeur
finale P; correspondant  la température T associée a 'équilibre thermique final.
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Exercice 611

1%, Solution

1. Considérons le systtme correspondant au contenu du cylindre (gaz dans les deux
compartiments plus piston). Appliquons-lui le premier principe entre 'état initial et
un état intermédiaire pour lequel les températures sont T et T; et I'équilibre méca-
nique réalisé (soit P; = Py = P).Onsupposera que 'on peut négliger I'énergie ciné-
tigque du piston ainsi que les varations éventuelles de son énergie interne (piston de
capacité thermigque négligeable...).

On a donc : AU = AU{gaz Q)+ AU(gaz (@) = W+ Q.

Or le systéme évolue & volume total constant et W = 0,

LY autre part, les parois du cylindre sont adiabatiques: Q = 0.

On a donc ¢ AU{gaz D)+ AU(gaz @) = 0+0 =0 (1)

La variation d'énergie interne de n moles d'un gaz parfait s'écrit en introduisant la
capacité thermique C_ & volume constant:  dU = aC_dT.

Et en prenant C, = constante : AU = nC (T -T) (2)

Soitici d'aprés () et (2): mC {T{=T)+n,C (T;=-Ty) = 0 (3}

On a le méme gaz parfait dans les deux compartiments, d'ol avec C, =C,:

mAT =T 3+ n(T; =T} = 0| (4)

Cette relation entre T| et T, reste valable, dans le cadre des hypothéses précisées plus
haut, méme 51 I'équilibre mécanique n'est pas atteint.

L'énoncé suppose maintenant que 'équilibre mécanique s'est établi (P = P, = P)
aveg des températures des gaz différentes (T # T;). La loi des gaz parfaits donne alors

pour les deux compartiments
PV] = n,RT; (avec PV, = n RT,)

PV{ = n,RT; (avec P,V; = n,RT,).
De plus, la conservation du volume total s'éerit: Vi +V, = V, +V,,

Soit %ln,T,'-q-n;T;l =V +V, (5

C e . R PV, + PV,
Etavec (d)qus'éent n T +n,T; = 0T, +n,T, = —
. R BV, +P,V,
(5) devient T vV, +V,.
PV +P,V
Finalement P=—1__211 (&)
Vi+ ¥,

2. A partir du moment oi il y a égalité des pressions de part et d'autre, le systéme ayant
atteint 'équilibre mécanique (égalité des pressions) va égalerent tendre vers 1'équilibre
thermique (égalité des températures), La relation définissant P est indépendante de T et
T;. Il en résulte que I'évolution vers I"équilibre thermique s'effectuera i pression cons-
tante (égale a P calculée au 1.), les volumes évoluant en méme temps que les températures :

Vi R Vi

R
;= M= = Constante — = fly= = constante.
T, 'P T; P
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ce qui donne, pour le travail W cherché :

o a dV a [V-o+ingh FI\’? - t-a
L R A e M= A e
et en tenant compte de P,V = P,V7
PV, -P, ¥V
W= 2 1Yy (1]
o-1

« D'autre part, d'aprés le premier principe appliqué au gaz : AU = Q+ W,
Yol Q=AU-W (2]

nk
T-1

* Pour un gaz parfait AU = nC AT = AT et A(PV) = nRAT.

A(PY).

¥-1

On a donc pour [a transtormation considérée :

PV, =PV,
T-1

Donc AU =

AU = (4)

Puis d’aprés (2} et avec (1) :

Q = (P,V, - l:111"'rl*1[':r+1_ ﬁ)

o -

i Y
. Q= D

PV -F V) (3)

Soit le rapport % :

0 a-v

Wy

2. a. La transformation est adiabatique i Q = 0, ¢est-a-dire pour :

=7

Dans ce cas,ona PVT = constante, une relation connue sous le nom de o de Laplace.

Commenfanres

* Cette transformation est aussi une isentropique, puisque la fonction entropie du gaz par-
fait peut s'écrire :

S(P,V) = S,:.+ﬂ':“_2,,]n[ P ""']-

P, V!
Ce résultat est logique, car ici, le caractere quasi statique (P, = Pyii.) garantit la réversi-

hilité mécanique pour le fluide (ici le gaz parfait) et la question de la réversibilité thermique
e s& pose pas, puisqu'ld n'y a pas de transfert d'énergie thermique.

+ Ces transformations polytropiques sont souvent prises comme « modéle = pour représen-
ter des transformations quasi statiques « pas toul a fait adiabatiques «.
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@8 Evolution d’un gaz réel

1. On considére un gaz non parfait d'équation d'état, pour une mole ;
@
(F ' ﬁ)w- By = RT

équation de Van der Waals dans laquelle B = 8,31 mol-" - K-? est la constante des
gaz parfaits, et o et b deux constantes caractéristiques du gaz.

La fonction énergie interne est donnée, pour une mole, par :
U(T, V) = —$+J"(TJ~

On donne :
gaz a(Jd - mol-2. m-1) b{m?* - mol-")
o, 0,36 4,3-10-%
N, 0,13 3,810
H, 0,025 2,7- 1075

a. A quelle(s) condition(s) sur a et b le comportement d'un tel gaz se rapproche-t-il
de celui d'un gaz parfait ? Commenter dans le cas ol le gaz est le dioxyde de carbone
avec les conditions V = V, = 25- 10 m?* (pour une mole) et P = P, = 105 Pa.
b. Montrer que la capacité calorifique a volume constant C, ne dépend que de la tem-
pérature T.

c. Donner la relation liant C, et €, (capacité calorifique molaire 3 pression constante)
24 b

. b z
en fonction de V' R.TetT, = ﬁﬁ(i _ﬁ] .

Faire l'application numérique pour M, et H, avec T= 260 Ket V=224 - 10-? m? - mol-1.
2. On fait subir 3 une mole de CO, une compression isotherme réversible depuis 'état

v
{Py, Vy) jusqua un volume final V, = ﬁ Calculer les transferts de travail W et

d'énergie thermique occasionnés par cette transformation.

Comparer aux valeurs obtenues dans Uhypothése d'un gaz parfait. Commenter.

3. Le gaz (id N, ou H;) s'écoule trés lentement dans une canalisation horizontale
calorifugée. Il y subit une détente de Joule-Kelvin (présence d'un étranglement ...
en un « point » de la canalisation). Rappeler les caractéristiques d'une telle détente.

On définit le coefficient n = g—:] ol H désigne ['enthalpie. Les calculs donnent :
Ty 1T,
B
1" 1

Préciser le role de la température T, appelée température d'inversion.
Calculer T; pour le diazote N, et le dihydrogéne H,. V=~ 22,4 - 10~ - m? - mol-1.
Commenter les résultats obtenus.

Chapitre & - Thermodynamigue
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Exercice £13

soil W = I{Tln[v]_b]_n(i_L)
' V,- v, vV,

expression dans laquelle BT s'exprime a partir de |'équation d'état. ..

Pour calculer le transfert thermique Q, exprimons le premier principe :
AU = U(T, V,)=U(T, V,) = W+Q

i = AU-W = -2 4 & _
a0t 0 =AU-W 1.,.rz+1|,i'1 W
T [
el Q= - "[‘l-’z—b]

Commenlaire

Ona AU = u(% - %J < 0 ce qui correspond & une diminution de Pénergie potentielle
1 1

des forces d'interaction de Van der Waals (la compression a en pour effet de diminuer les
distances movennes interparticules... ), 'énergie cinétique movenne étant invariable (la

tempéralure étant fixdea), _"J
l
Application numérique:ona: T = E(F, + \%){V, -by=T=302K
|
Q = -582k] et W = 569k

Pour un gaz parfait, les résultats sont ceux que I'on obtient en faisant @ = b = 0 dans
les expressions précédentes :

AUgp = 0 (prévisible !}

car Ja température a une valeur différente a P, et V, fixés,

Numérnquement |T" = 301K #T
Qop = ~Wep = -5,76 K,

résultats du méme ordre de grandeur pour les valeurs de W et ) (écart de I'ordre de
1 %... )
Par contre, "écart sur les pressions hinales n'est pas nécessairement négligeable !

On peut le vérifier facilement, en comparant P, et ;.
BT a

P, = ——-— = 964 10* Pa
- 12

. _ RT” Vi

PV = o = _— = &

I v, P,vl 10° Pa

I"écart est notable (— 4 %), mais a peu d'effet sur le résultat de l'intégrale donnant W...
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@ Remplissage d'un réservoir

On considére (atmosphére comme un réservoir infim d'air a la pression
Py = 1,0 atm et d la température T, = 300 K, supposées constantes. L'air est assi-
milé & un gaz parfait de masse molaire M = 29 g - mol! et de coefficient y = 1,4.

On désire étudier différentes opérations de remplissage d'un réservoir 3. Ce dernier
a un volume V fixe, une section 5 et une longueur [.

Il est muni d'un piston %, mobile sans frottement, de masse négligeable. Une vanne
permet de mettre ce réservoir en communication avec ['atmosphére ; elle posséde une
ouverture assez petite pour que l'air pénétre trés lentement dans J. Le remplissage
se termine lorsque U'air est @ la pression Py, dans 0.

De facon 3 modéliser simplement l'opération de remplissage, on propose le schéma

suivant :
Py T, FoTo L_Z20M° P
LY,
« piston » et cylindre réservoir i & remplir
de remplissage et son piston

Le systéme (Py, V,, T;) représente Uair qui aura pénétré dans 5t a la fin de lopéra-
tion, ol il se trouvera dans tous les cas 3 la pression finale Py,
V=10L: §5=100cm?; |=1m

1. On étudie trois opérations partant de conditions initiales différentes, Dans cette
question, le cylindre 3t et son piston sont adiabatiques.

a.
4] vide etat final —» | Py T

Determiner T.

b.
+—| air ?1 Ty état final —» — :" :“
1 F4
Déterminer T, et T,.
- vide ‘ P, | vide
4 etat final —a — - — TR —
ki

Le ressort a une longueur a vide [ et une raideur k telle que F,-5 = 7

Déterminer T, le ressort étant comprimé & mi-longueur dans U'état final.

2. Dans la réalité, Uhypothése adiabatique pour le cylindre et le piston n'est réaliste
que peu de temps aprés la fin de l'opération.
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ll.

On considére donc qu'aprés avoir atteint les états précédents, le gaz qui a pénétré
dans H se retrouve au bout d'un certain temps a la température T, de l'atmosphére.

Exprimer et calculer les quantités de chaleur Q,, Q, et Q, que le gaz échangera au cours
de cette phase, dans les trois cas étudiés précédemment, la vanne étant restée ouverte.
3. Dans cette question, on ne suppose plus gue l'ouverture de la vanne est petite. De
ce fait, Uair pénétre de fagon brutale dans 3t au cours du remplissage.

Indiquer dans quel(s) cas il y a modification de la valeur (ou des valeurs) de la tem-
pérature atteinte en fin de remplissage.

Ce e:[-u,’i] faut saveir

m.

* Premier principe.
* Loi de Laplace.

Ce qu’i] faut comprendre

+ Dans les questions 1. et 2., Iair rentre lentement dans le réservoir. Les transforma-
tions du gaz sont quasi statiques. Ce n'est plus le cas dans la question 3.

* On définira soigneusement le systéme étudié : les n moles d'air qui pénétrent dans le
réservoir et les transformations subies.

. SoJution

1. a. Les n moles de gaz qui rentrent dans le réservoir subissent une transformation
quasi statique adiabatique.
Avant d'entrer dans 2R, elles occupent un volume V; 4 la pression P et la température T,

La loi des gaz parfaits s'écrit PV, = nRT,. Une fois dans 3, elles occupent un
volume V toujours i la pression Py et & la température T. On a de méme P,V = nRT.

Ecrivons le 1 principe : AU = W+ Q.
La transformation est adiabatique Q = 0. Calculons W.

P EPQST Le gaz est soumis 4 la force pressante PﬂSH_i qui lui fournit
i x I —h - 5
! o —  dans le déplacement dxu le travail élémentaire :
-‘ W = P,Sdx = P,dV.
d
* i Le travail fourni au gaz s'obtient en intégrant dV sur le volume
&

Vy « bloqué par le piston » W = PV,

® POINT METHODE

Dans le premier principe, W représente le travail requ par le gaz au niveau des sur-
faces mobiles. Une étude mécanique du probléme remplace avantageusement des
formules toutes faites.

D'aprés la 1™ loi de Joule, AU = nC (T =T,).

Chapitre & = Thermodynamigque
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Onadonc: nC(T-T,) = PV, = nRT,
TyC,+R)

T= ————

C

C
:-Tu{—:-E T=Tyt

" W

Application numéngue: T = 420 K,

1. b. Soit n, le nombre de moles de gaz contenues dans le compartiment de droite, n,
le nombre de moles de gaz qui vont entrer dans le compartiment de gauche. Ona:

P
= avant le remplissage : Eﬂv = m,RT, et PV, = nRTy;

= aprés le remplissage {méme pression Py :

PV, = n,RT, et PV, m RT,

avec V +V, =V,
Le 1¥" principe nous donne toujours : AU = W+ Q = W = PV, (1)

POINT COURS
L'énergie interne est une fonction extensive pour les systémes usuels,

Lénergie interne d'un systéme composé de deux sous-systémes est égale a la somme
des énergies internes respectives des deux sous-systémes.

E:IFU = ﬂ-Ul"i'-&U: = "1‘:,‘,[:T1_T|}}+EEC‘.{TI_T|}]
1 1 PV
AU = =5 (PgV, - Fuvu)-n-ﬁ[l}uh-%] (2)

de (1) et (2), on tire V,, = % (3)

Appliquons la loi de Laplace aux n, moles de gaz dans le compartiment de droite,

F'
?“UT = p,VI  don V,

1 ||r'|'
v(i] - 081V

et V, = 0,39V

d . T Pﬂ"'ri P';lvi IVET T T zr;—ll
g = "_IR - Pu v = v o P ]
2T,

Application numérique: T, = 365,7 K.

PaVy _ F|:|1""r|..|. _ T{E}_ 2 TE
mR PV, U 0y,) T STy

r-ornfi-())

Apphication numiérigue: T, = 328 K.

e méme TI =
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1. ¢. Appliquons & nouveau le premier principe aux n moles de gaz entrant dans 3
AU = W4+ Q = W (transformation adiabatique}.

Au travail précédent, s'ajoute le travail de la force Elastique
e ST — exercée par le ressort qui fournit un travail élémentaire

ks, W' = —kxdx, P
X Le ressort étant comprimé 4 mi-longueur, W' = - %k;-
Commenlaire

Le gaz est poussé i gauche par Vatmosphére et regoit done le travail PV, A droite, il com-

prime le ressort, le travail W’ est donc donné i Vextérieur (W < 0). J
- : 1P
On a ainsi AU = P“”“'iki
avec PyS = k% et V=15
AU = PV, - % (4]

Et d’aprés la 17 loi de Joule :
AU

nC (T =T, (5
Avant le remplissage, on a toujours PV, = nRT,.
."
Apris le remplissage, l-'n% = nRT"
en reportant dans (4], il vient :

AU = :—:R(Tﬂ—%}

Dol d'aprés (5) :
T R e
nR[:TD—T] = S5T-Ty)
. w_ 2Y
et donc T -'.I._'_]Tu

Application numérigue: T = 350 K.

2. a. Les transformations ne sont plus adiabatiques. Par contre, tous les refroidisse-
ments se font & pression extérieure constante Py,

POINT COURS

Pour un systéme en équilibre mécanique avec I"extérieur dans I"état initial et I'état
final, subissant une transformation a pression extérieure constante {transforma-
tion dite monobare) ) = AH.
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Exercice 614

y PV
= AH, = nC,(Ty-T) = L= 2=(T,-T)

=
|

T Ty 'r'?_lTl T, 1
@ = () = ) (7=3)
Q, =-PV

Application numiérigue : Q, = =107 |,
2.b. Q, = AH, + AH, = n,C(Ty=T )+ m,C (Ty-T,)
= Cpllmy +my) Ty, Ty = n,T,].
AU

D'aprés l'expression {2) () + 1,)Ty=m T, - n,T, = =

¥

C
Q; = —ZFAU = —yAU = —yP,V, daprés (1)

Q, = ~—— | d'aprés (3)

Application numérique : Q, = =500 J.
2. c. L'état mécanique du systéme n'est pas modifé.

Q, = AH, = nC{Ty-T") = = C (Ty-T")

2RT”
Q =E_T'_[E_|J= PoV _y (T""'__l)
! 2 y-1\T" 2 y-1\ 2y
PV
Q=%

Application numérique: Q, = -250 .

Commentaire

| * Dans la réalité, I"équilibre mécanique s'établit beaucoup plus rapidement que "équilibre
thermique, ce qui justifie les modédes proposés en 1. puis en 2.

* Le systtme considéré reste, dans chaque cas, air présent au début du refroidissement dans le
réservoir. D fait de ce refroidissement, un peu de gaz pénitre abors dans le réservoir, mais il s
retroiive i la fin dans les conditions { Ty, Py ), il n'intervient done pas dans le bilan énergétique. .. E

3. Le caractére quasi statique de l'opération de remplissage n'a ét¢ utilisé que dansle cas b, :
sans cette hypothise, la fin du caleul n'est pas possible et on ne peut pas calculer T, et T,
On sait seulement que

"I-"r' - 1-"“,1'1",,] -— ﬁU - ﬂlﬂ,‘,[T] -Tﬂj-lrﬂ!ﬁ‘,{TJ—Tﬂ].

On a toujours V,, = %r {3). 1l vient finalement

¥T,+T, = 29T,

relation vérifide bien sir par les valeurs T, et T, trouvées au Lb.
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@ Détente irréversible d'un gaz parfait

Un cylindre horizontal est fermé par un piston @ -
mobile sans frottements. Uintérieur du cylindre est P, || (A) (B)
séparé en deux compartiments A et B par une paroi
fixe F. Sur la face extérieure du piston, s'exerce la F F
pression atmosphérique constante P, = 105 Pa.
Les parois du cylindre et le piston sont adiabatiques,
mais la cloison F est diathermane.

Toutes ces parois sont de capacité thermique négligeable.

A ['état initial, le compartiment A contient une mole de gaz parfait caractérisé par la

C
valeur y = E—F = 1,4, occupant un volume V, = 25 L. Le compartiment B est vide,

Constante des gaz parfaits : R = 8,31 J- mol-1 - K-1,
1. Préciser la température T, du gaz dans A.
2. On perce un orifice dans la paroi fixe F.

a. Par une analyse qualitative du probléme, montrer que selon la valeur du volume Vi
de B, deux types de solution existent.

b. En supposant que V; est inféneur a la valeur-seuil ¥, (inconnue pour [instant...),
déterminer les caractéristiques Py, V,, T, du gaz contenu dans A + B quand le nouvel
gtat d'équilibre est atteint. Application numérique : Vg = 25 L.

€. Déterminer la valeur-seuil V, en fonction de V, et v.

d. Pour Vg =V, , déterminer P, V,, T, du gaz enfermé dans le cylindre lorsque ['état
d'équilibre est atteint. Application numérique : Vg = 50 L.

3. Quels commentaires peut-on faire sur la nature de la transformation ?

‘% Selutien

1. U'équation du gaz parfait s'écrit, pour la mole de gaz initialement contenue dans A
s Fﬂv.ﬂ.
PV = RT soul Th=T=3l}IK.

2. a. Le gaz va passer du compartiment A vers le compartiment B ce qui va provoquer
le déplacement du piston. La fin de cette transformation sera atteinte :

* soit parce que la pression dans B atteint la valeur Py, ce qui réalise I"équilibre mécanique ;
» s0it parce que le piston # vient buter sur la cloison fixe F, tout le gaz de A étant passé dans B.
Il est évident que la seconde possibilité ne peut se réaliser que pour un volume du com-
partiment B suffisamment grand, soit V3 == V_, valeur-seuil qui reste 4 déterminer...

2. b. Dans ce cas, d'aprés ce qui précéde, i I'équilibre, on a:

et WV, = Va4V, (V, volumedugazrestanten A) avec PV, = RT,.
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Exercice s1%

Dautre part, considérons le systéme constitué par les compartiments A et B et leur
contenu, et appliquons-lui le premier principe :

avec AU_, = AU, + AU .

car les parois — par hypothése — n'absorbent pas d'énergie (parois adiabatiques, et cloi-
son F de capacité thermique négligeable).

Dot AU, = C(T,-T,).
Yautre part  Q = 0 (parois adiabatiques) (2)
Et W= -J P dV = =P ,AV (puisque P, = Py).
AV représentant le volume balayé par le piston mobile :
AV = V] -V, = (V,= V)=V, = V, = (V, + V),
soit W o= —Pg|V, -V, -Vul (3
(1 donne alors avec (2) et (3): C AT, =T,) = =PV, + PV, + V)
Or P,V, = RT, et P,V, = RT,, soit:

C,
TPV =PV ) = =PV + Py(V, + V).

C
Soit en tenant compte de P, = P, et -E" = §]—

Vi=Vy=(y-1)-[-V +V + Vgl =29V, = YV + (Y- 1)V,

D'oli: |V, = vﬂ+1-;—1vn

I lui correspond une température T, définie par PV, = RT, avec P, = P,.

P -
T, = E"[vﬂ TT—IVE]

Application numérigue: V, = 25+ % 23 =V, = 1L

2

T, = 387 K.

2. €. La solution ci-dessus reste valable tant qu'il reste du gaz dans le compartiment A,
Clest-d-dire tant que: V, =0, soit V, =V,

et, en remplagant V, par son expression : Vi <V, + I;—]‘Fh
Vi <1Va

la valeur-seuil de Vyestdone |V, =¥V,

2. d. Dans ce cas, tout le gaz passe de A dans B,et | V, =V
avec P, =P, et PV, =RT,,
et le travail W regu par le gaz a pour expression :

W = —PAV = =Py(-V,) = +PV,.
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|
RT, [Py
‘ol : o= O[22
d'oi : v, = 5 (PJ
L
. 170
numériquement : V, = ;4.1-13—5.[5)

V, #14,7 - 1073 m?,

On en déduit la température T, de ce gaz :
|

PV, p o (P
“'T'j”&]
-t
P T
s01t T,#353K

etle volume V, dugaz 3): V, = 2V, -V,

RT Py
- 5o (2]
L= P, [1 p
vl #33|5' ]u_j m]r
On en déduit la température T, de ce gaz :

I-""-.-’I
Tr=~w

i
¥

soit T, # 806 K.

1. b. - Appliquons d'abord le premier principe a 'ensemble des deux gaz : le volume
est constant, donc W = 0, et le systéme regoit par I'intermédiaire de la résistance

chauffante une énergie thermique Q.
Dol AU, = AU, + AU, = 0+Q

501t Q= CUT,-Ty)+ CAT,-T,y)

C,
Q= E[P“ﬁ +V,) = 2PV, ]
R

etavec C, = -1 et V,+V, =2V,
A% IRT,/ p
Q=P = | Q=22 1)
-1 o ¥-14P,
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Exercice 616

IRT
Application numérique: P = 2P, donne Q = - 1'] = Q#12,0kL

* Calculons maintenant le travail W requ par le gaz (2). Le premier principe appliqué
au seul gaz (2) qui subit une compression adiabatique donne :

AUy, = W= W = C(T,-T,) = %(TI—TE_}.

|

RT,[rpy 3
i n w=_ﬂ[_} _ .
Yo 'i""l[ P I:|

Application numérigue : P = 2P, et W = 1,32 k]. P
| o8
2. a. Le chauffage du gaz est quasi statique : le pis- e =
ton, sans frottement, est donc constamment en “
quasi-équilibre, ce qui se traduit par un bilan nul
des forces qu'il subit : ressort contracté
Ps—Pps—kx =0 de x>0
en notant x le déplacement du piston depuis sa P,

position initiale (le ressort a au départ sa longueur
au repos puisque P, = P,). D'autre part, le {::)E g
volume est devenu

-

———

R

Vo=V, +sax, —

. k E V=V
soit P=Fﬂ+;x=l'*,]+;- - A P,
La pression varie selon une fonction affine de V, ce qui se tra-
duit par un trajet rectiligne en diagramme P{V).

La valeur de la raideur k du ressort « fixe » la pente de la droite
représentative de la transformation : plus la raideur k est éle-

wée et plus on se rapproche d'un chauffage 4 volume constant. : 1
Alétat final, P = 2P, soit x = x; = =(P-Py) = P, Vo Ve V

Doir be volume final | Ve =V, + T“

Et une température finale Ty telle que, loi des gaz parfaits :

2P, 1P,

or PV, = RT,, d'oi:

252P;

Te=2To+

Application numérique: xp = 02m; Vi = 34,1 107 m* e T, = 821K.
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2. b. Le travail mécanique W, algébriquement regu par le gaz au cours du chauffage
(transformation quasi statigue) est donné par:

Vs
W, = _Jw PV
W, = —J‘:I(Pn + %x}sdx
W, = _-[n rPﬂsdr- J-ﬂ "kxdx
soit
2

F

Le premier terme correspond au travail dépensé contre I'air atmosphérique, et le
second au travail de compression du ressort.

P
En remplagant x; par sa valeur xp = —kff
s2P; 5P}
W, = ——2
TR T
2P
wl = _é il
2k

et I'énergie absorbée par le ressort

Il
) sPnl

AT
Woior = 500 ],
Le premier principe appliqué au gaz donne alors :
Ql = 'aUp: - “rl:
soit Q = TL]{W — PV, -W,
1 2P 3 $Ip}
Q, = T—_-[zpn[vﬂ+ T“] . P,,v[,] 3=
et finalement
RT, sPif 2 3
D'_T-l+ k [:T—I+i]

Q, = 12,5kl
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- C. Bilans d'énergie et d’entropie

@ Compression d'un gaz parfait

Un cylindre vertical 3 parois diathermanes est fermé par un

piston de masse m et de surface s (section du cylindre). Il Po
renferme n moles d'un gaz parfait diatomigue dont on l +

C g
donne le coefficient ¥ = ':J' (v est une constante). (n moles)
Initialement, le piston est bloqué et le gaz est en équilibre

dans l'état (P, V. Ty). Le systéme est thermostaté a T,.

Pour les applications numériques, on prendra : n=0,5 mol ; T;=290 K; Py=10° Pa;
‘|'=§ : R=8,31-2-K-'- mol-! (constante des gaz parfaits) ; EE'L xP, avec x =0,5.
1. On libére brutalement le piston qui devient mobile sans aucun frottement, déterminer :
a, l'état fimal ; b. les échanges énergétiques ; c. la création d'entropie.

2. On libére le piston tout en assurant une descente infiniment lente.

a. Reprendre les questions précédentes.

b. Quelle relation existe-t-il entre les travaux recus par le gaz dans les deux cas et la
création d'entropie calculée au 1.a. ?

11. Ce qu'i] faul savoir

* Premier principe — second prancipe.
» Réversibilité - irréversibilité.

11. Ce qu'i] faut canPrend‘t‘e

1. Cette premiére transformation est irréversible. Le systéme va tendre vers un état
d'équilibre (on peut supposer par exemple que des phénomeénes tels que la viscosité du
gaz sont 4 I'origine de I'amortissement nécessaire pour atteindre cet équilibre). Cet
équilibre thermodynamique se traduira par un équilibre thermique (systéme en rela-
tion avec un thermostat) et un équilibre mécanique.

La création d'entropie s'obtient 4 I'aide du second principe appliqué au gaz : il faudra
vérifier que la quantité obtenue est bien positive.

2. Cette fois-ci, 4 chaque instant, la pression du gaz est égale 4 la « pression extérieure »
et sa température reste égale a T, (la transformation devient réversible). L'état final est
évidemment le méme (I'opérateur n'exerce aucune action dans I'état final).

De plus, la transformation étant réversible il n'y a pas de création d’entropie.
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W%, Solution

1. a. Supposons que le systéme ait atteint sa position d"équilibre. Dans cet état, la tem-
pérature est imposée par le thermostat ; elle vaut donc T,

La condition d'équilibre mécanique (absence de frottements solides au niveau du pis-
ton) implique :

Pe = Fﬂ+$ soit | Pp = Py(1 +x)

Soit un volume ¥V, tel que (loi des gaz parfaits) :

RT
PiVp=nRTy= Vg = "P,—ﬂ (Te = Tyl

, nRT, v,
Do : F e (ou encore Vi = m].

Application numérique : P = 1051 +0,5) soit: P = 1,5-10° Pa,
L 13 % 8,31 x 290
' 105 % 1,5

1. b. Dans une transformation irréversible, le travail éémentaire fourni par I'extérieur
s'exprime sous la forme: &W = -P_ dV.

soit: Vp = 8,0 dm?.

Ve
Soitautotal: W = —[ "P,-dV.
"'IIF
lei, Py = Pyt =%,
Le travail recu par le gaz seul est tel que :

W o= —[P,;,,-b %5]{1.!,:_1?“} = Pyl +x}[%_vﬂ]

W = +P,]"f’n,x::- W= nRT,]x

Application numérique : W = 602 |.

Le thermostat lui fournit une énergie thermigue Q. Le premier principe appliqué au
gazsécrit: AU = W+ Q.

Le gaz étant parfait, son énergie interne ne dépend que de sa température ce qui impli-
queici AU = 0T, =T, =Ty}

Dipgh: Q@ =-W et |Q=-nRT x| Q = -601 .

1. ¢. Pour déterminer la création d’entropie, on est amené i faire un bilan d’entropie.
A5y, = 5.+ 0,
avec 5, l'entropie échangée avec le thermostat 4 la température T,.

PF"”I P 1
- Soitici: A5, = HC‘,]n[{l+x}[—)V].
PV I
nik

Dol ﬂspz = ‘:rTllm:“ +x}|"'f}=:r.ﬁ5m = —nRin{1 + x).

Or AS,.. = nC.In
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v
On passe du métne état initial (Py,V,,,T,) au méme état final [Pn{ 14 ), Tu]

par deux transformations différentes :
~ la premiére est irréversible ¢t monotherme : il faut fournir un travail irréversible
W = W, -

~ la seconde est réversible et isotherme, le travail nécessaire est W' = W
La relation (1) se réécrit ;

W (l=FI-W_(l=F)=Toll=Ffir) [T, = T = Tj.

ey

Commeniaires

Pour la transformation du l.ona:
AU = 0 (transformation monotherme + gaz parfait)

= 0 avec .15#:{3—_:%:: soit. Wy, = —TaAS,, + Tyo  (2)

doil W, +Q

irr

Pour la transformation du 2.:

AU = 0 et W, +0Q,, =10 avec A5, = '::'I_—m+ﬂ

diok W, = -T,a8), {3 !

Les équations (2] et (3} donnent alors: W, -W __ = T.:,l.ﬂ.s;, = A5, ]+ Tyo.

Dans les deux cas, les états initial et final sont identiques donc le gaz subit la méme variation
d'entropie : A5, = A5, Cequiconduit i la relation cherchée :

lI.Il'rirr = l"'."rl'-l"l' = Tﬂﬂ. I

@ Solides en contact thermique

1. Deux corps €, et €, de températures initiales Tlu et T?u et de capacités thermi-
ques constantes C, et C,, sont mis en contact.
Ils forment un systéme isolé et leurs volumes sont invariables.

GTy, + 6T,
On note T; = W (prendre Tzﬁ = 1'1':I -
Déterminer la température finale T; du systéme et sa variation d'entropie AS. Com-
menter ce dernier résultat.
2, Partant du méme état initial, on suppose désormais que les échanges thermigues
seffectuent par lintermédiaire d'un solide de capacité thermigue négligeable et de
conductivité thermique suffisamment faible,
a. Les résultats précédents sont-ils modifiés ? Commenter.
Déterminer 'évolution des températures T,(t) et T,(t) dans Uhypothése od la puis-
sance thermique échangée de €, vers €, est donnée par 'expression :
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Exercice 22

Pgl2 = 1) = AT, = T,). On mettra en évidence une constante de temps 1t que l'on
exprimera en fonction de b, €, et C,. 5q
b. Déterminer, en fonction de h, T,, T, le taux de création d'entropie —- Commenter.

dt

11. Ce qu'i] faul savoir
* Premier principe.
* Second principe ; création d’entropie.
* Transformation quasi statique ; transformation réversible.

12. Ce qu'i] faul comprendre
1. Lensemble {'€,,°€,} étant isolé, les échanges thermiques sont internes & ce sys-
téme. Les températures vont évoluer jusqu'a I'équilibre thermique (T, = Ty = Tp)
4 énergie interne constante. D'autre part, la variation d'entropie est la somme de celles
des deux corps (extensivité) : elle doit &tre positive (transformation irréversible d'un
systeme thermiquement isolé).
2. L'état hinal ne sera pas modihé (on a toujours AU = 0 ) pas plus que AS (5 fonction
d'état : méme état initial et méme état final). La transformation « infiniment » lente est
devenue quasi statique tout en restant irréversible.

13, SoJution

1. Le systéme des deux corps 6| et "€, est isolé thermiquement et n'échange aucun tra-
vail avec lextérieur (volumes supposés invariables).

Son énergie interne est done invariable : Uy, = U,

Soit encore AU(E, )+ AU(€,) = D,

Or I'équilibre thermique hinal est assuré deés que les températures de €, et "6, sont éga-
les (Tp). D'odr: AU} = Ci(Tp—T, ) et AU(€;) = Cy(Ty-T,,)

T, + Gy,
c,+C, °

La variation d'entropie du systéme est la somme des variations d'entropie des deux
corps: AS = AS(€,)+ AS(€,) = AS, +AS,

et ClTe=T, )+ CyTp=T, ) =0= | Ty =

dr, T, at, T,
ar d-5-|=C|T—. =3 .ﬁ.SI:EIIH(T—h) &l dS.::CzT—z = ﬂsi:cil“["l"_zn)'

T (i, *C,
Dol au total | AS=1In -—E—-u-—-
Ty Ty

Cette quantité est bien positive conformément a 'expression du second principe
AS=5+a>5 (a=0).

Le systéme étant thermiquement isolé,ona: 5, = 0, d'ot AS = 0. Cette valeur posi-
tive de AS traduit irréversibilité des échanges thermiques entre les deux corps.
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2. a. Les conditions imposées réalisent une transforma-

tion quasi statique.
Le systéme des deux corps - toujours isolé de lextérieur

— garde une énergie interne constante de sorte que la

température finale demeure T, La variation d’entropie du systéme est inchangée.

La transformation bien que quasi statique n’en est pas pour autant réversible.

Lirréversibilité trouve ici sa source au sein du matériau od s'effectue le rransport de
I'énergie thermique (phénoméne de diffusion).
Par ailleurs, on peut remarquer que pour des températures T,(r) et T,(r) & 'instant ¢
{avec T,(t) = T (1)), une infime diminution de la température du corps chaud €, ne
modifie en rien le sens des échanges thermiques, ce qui traduit bien Uirréversibilité.
Pour un processus d'échange suffisamment lent, les températures des deux corps sont
bien définies a chaque instant et évoluent selon les lois (volumes invariables) :

dU| - CJdT| = qu_. ] = _h{Tl —Tz}dt

dU; = CdT, = 6Q, _,;, = AT, =T, )dr.
D’nﬂ le systéme différentiel :

A

dT,
Cigp = MT-To) dt ST }'”’[E‘*E;]{TI'T y=0 (1)
|t (Tl ar,
& _ _ _ -
Cy=r = ~h(T,-T)) Cg+Cg =0 ()

(2) redonne bien évidemment C, T, + C,T, = constante = (C, + C;)Tg.

. - C,C,
(1} s'intégre aisément en: Ty =T, = (T, - T, Je * ot 7 =

(C,+Cy)h
GO0 T,
= 00K; T, = 600K
400
200 . .
0 2 4
2. b. Appliquons le second principe & I'ensemble du systéme :
jf =0+ ?;: {80 = création d'entropie pendant dr)
_ Eﬂ' d5| {IEI
A Tl T

L'évolution thermodynamique de chaque corps est réversible, c’est au niveau du trans-
fert thermique que s¢ situe V'irréversibilité.
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&t .ﬁSi = S‘Jﬂhirls.ﬂ"'. ﬂﬂ'
Drﬂﬁ nz = ﬂs: - Szkh..ls,h = ﬁS‘z + ﬁszllm H

o =Lﬁln5—}ﬁ[luﬁ) ol P, = P
. TI] F.! TEI I}I : v

Application numérique: o, = 10,7 ] K-\
On vérifie bien sir que: @, > 0.

Commentaire

Py
Faisons varier P, et posons x = F‘ en supposant P, = P,
1

4, = %{x— I = Inx]. Tragons les courbes x -1 et Inx
@

L x-1,

¥, diminue lorsque x = 1 (P, = P.). On se rapproche alors de la réversibilité. _I

2. a. La transformation est maintenant adiabatique réversible.

AS,=0| (pasd'entropie d"échange et pas de création d’entropie)

ASy g = _Slﬁhmw =0

G3=ﬂ

2. b.

POINT COURS

51 un systéme passe de I'état E; a "état E, par une transformation adiabatique
réversible A5 = S(E,)-5(E,) = 0.

Il est alors impossible de faire passer le systéme de I'état E| & "état B, par une
transformation adiabatique irréversible pour laguelle on aurait AS = 0.

Pour ne pas violer le second principe, il faut que '&tat final obtenu au 2. b. soit différent
de I'état inal obtenu au 2. a. Déterminons cet état final : G, = 0.

La transformation a lieu 3 pression extérieure constante
W, = -P(V; -V} = AU = nC(T; -T)).
En utilisant la loi des gaz parfaits avec P, = P, = P,
PV = P,V; = nRT; et PV, = nRT,
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Exercice 624

do -P,(V] -V,) = :F%T{P;v; P,V

et PVI[y-1+1] = (y-1)P,V, +P,V,

) -1 P
soit V; =V [L+—] (1)
oy R,
. : T _ PV
el une température T,  telle que : i_, = ]T|1""_|
- F 1 Y- I-Fi
d'oi T, =T -[—+——].
N S
On peut alors calculer AS, en imaginant une transformation réversible passant de
Iétat E; & I'état E; pour laquelle dS = nﬂv¥+nﬂg-
T V]
Ainsi AS, = _r—"-—-_]lllnT—"l-pumnv—‘:-
. nlt P,V vy
Soit &E_I = mln[ﬁﬁ]-l'ﬂﬁln(v_l]

doii AS, = %{ln(%)+*fh[i—ﬁ)}.

_ Y [Pl) -1, P P, _ Py
st o5, = et (et e v (5= 5)

La transformation étant adiabatique, on a: Sy, = 0 et donc :154] = 0

atm

soit &, = AS5,. On vérifie & nouveau que : g, = 0.

Application numérique: o, = AS, = 4.2]- K-\
L]

@ Evolutions adiabatiques d’un gaz parfait

Un gaz parfait est contenu dans un récipient cylindrique Py

vertical limité par un piston de masse négligeable. Les o M

parois du récipient et le piston sont athermanes (c'est-a-

dire adiabatiques). gaz l E
Dans U'état déquilibre initial E;, on a placé une masse m sur le parfait

piston. La pression du milieu extérieur reste constante et égale

@ Py. Létat £, est caractérisé pour le gaz par les grandeurs V,,
Toet Py = Pyt E:—E {5 : surface du piston).

4@ Partie 2 - Physique MPSI



C
On supposera y = E—p = constante, et pour les applications numéniques, on prendra :

L
y = E:Tu = 290 K; R = 8,31 )-K"'-mol! etn (nombre de mole de gaz) = 1.

1. On supprime brusquement la masse m. On considérera que le piston peut se dépla-
cer sans frottements, et que le nouvel &tat d'équilibre E, (P;, V. T;) est atteint grace
a des phénoménes dissipatifs internes au gaz.

P
a, Déterminer les caractéristiques de ce nouvel &tat d'équilibre E;. On posera X = P—' .
0

Application numérique :

Ve T
Calculer les valeurs des rapports I,TF et TF OnaX = 1,5
0 0

b. En déduire le travail requ W, ainsi gue la varation d'entropie AS,.. Commenter.
Application numérgue.

2. On revient au méme état initial et on diminue la masse m trés progressivement
jusqua lannuler. Reprendre les questions 1. a. et 1. b.

3. La masse m ayant &té enlevée brusquement et le systéme ayant atteint son état
d'équilibre E;, on repose la masse m sur le piston.

a, Est-il possible que U'état d'équilibre final E; puisse se confondre avec Uétat E, ?
b. Déterminer les caractéristiques de cet état E; .

Selutioh

1. a. L'état d'équilibre final E; doit se traduire (équilibre mécanique) par |'égalité des
pressions du gaz et du milien extérieur Py = P, (piston sans masse). D'autre part,
appliquons le premier principe au gaz contenu dans le cylindre :

UI—U| = Wr,_l"'{} AVEeC E-||::P|1.~'Ir[|pTﬂ}EE]{Pﬂ1v}'1TF}|

Il n'y a pas d'échange d'énergie thermique avec lextéricur (parois et piston
adiabatiques) = Q = 0;etle travail fourni au systéme s"exprime simplement a partir
de la pression extérieure Py, et de la variation du volume du gaz :

On adonc: U,-U, = -Py(V =V, (1)

c
Avec U, = U, = nC (T, =T,), le gaz étant supposé parfait et de coefticient y = EE

W

indépendant de la température (on a alors C, = Ti| et C, = yC, = T—I-]R}.
nit

La relation (1) devient : .F:'_I{TF_T{I} = —Py(Ve—V,).

Chapitre & - Thermodynamigue @1
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Exercice s24

Soit "RT“[TF |] PV (VF t] (2)
s encore ¢ i | — i == —
PV PV
La loi des gaz parfaits s'écrit : % x % = nR (3)
F 0

DYou en remplagant — dans (2) - nRT, par P,V

En regroupant les termes, il vient alors :

Vi
—(y=-1+1)=(y-1)+X= (n
A

E_T—lq-}l:
T, X

Yoi

Application numérique :

Vi Te .
— = 1,36 et — = 0,90 (soit T; = 262 K).
1|IIIII'I F[EI

1. b. Uexpression du travail recu par le gaz s'identibie a W .
v
Wi = Wy = PV -Vy = —Puv“[‘LTF - Il
P y !
Soit Wi =~ 52 (P Vo) F-1],
I'JI o v“

P V
En remplagant F—,' par X et \_’F par le résultat étabh au 1. a., il vient :
B 0

W, = RATY [*r— ;+}c_ I]:'l W;,,z—nHTu[x" |] 3

X TX

Application numérigue :

W. = -1-831-290 L= suie w,, =-574].

irr T

=3 1,3
5 %

- La varation d'entropie du gaz est obtenue par application de la formule classique
(gaz parfait, ¥ = constante) :

P! PV
AS(1—=2) = nC Inf 2| = uR iz
CATLE S e § A
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P,
Soit en fonction de X = B etdey:
o

asu—.zy-—l [ {MH (4)

Commentaire

I Conformément au second principe, cette expression de AS doit étre positive puisque 'ona :
AS=0+0>0
transtormation adizbatique .-""f’ “"‘\-.,‘_‘_ création d'entropie {positive)

ce qui traduit Iirréversibilité de cette transformation, ¢e que confirme une étude rapide de
AS(X).

Onaeneffet AS = %[—mxrﬂn[?— 1+ X]—ylny]

avee AS(X =1 = 0 et & A5
das _ ,*i[_l+_‘1’_]
dX 7v-I1L X ¥-1+X
_dAS _ nR (y-1)(X-1)
B0t dx—lex[T_H_x}}ﬂpuurx?I. : U
Application numérique ;
X=15:7= E (gaz diatomique) et R = 8,31 donnent :
831, | 1 E_HI'EE
AS(1 = 2) = ——In|— = AS(1,2) = 046 K-!.
N T I
3 5

2, La transformation envisagée est désormais adiabatique et réversible, c'est-a-dire
isentropique. Le systéme atteint un état d'équilibre E; (Pp, Vi, T¢ ) défini par:
« Pr = P, (équilibre mécanique) ;

» AS(1=2") = 0, soitencore Py V' = P, V] (loi de Laplace) ;

P Vi P,V
v =L = 17 = uR (loi des gaz parfaits).
T Ty
Vi (Poe Pe Ve
ol — = == =] = — =X7
o v, (P;J [:F{,) =5 v, Xrl (5)

COTE PV Ve | TE Ui
— | — R = o — T '-I'
o Te (%) [T 6

Chapitre 6 = Thermodynamique @3
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Exercice ez4

Application numérique :

(Ty = 258 K).
* Le travail requ s'écrit: W, = AU = nC(Tp =T,)
| =

Te ART,r =1
O -C.,._. = i et = ¥ #‘\rrp’ = ul:}l: ¥ —]]
T-I T[. T_l

RT 13
wm-; 1"-[){ T -1:| avec PV, = nRT, (7)
Application numérigue: W, = ﬁ%ﬁ—fﬂ[(lj}'m- I|=W_, = -659].

Omn a, bien entendu, AS{1 = 2") = 0.

3. a. Le passage E, —» E, correspond & une transformation adiabatique irréversible
s'accompagnant d'une variation positive de l'entropie du gaz AS(1 — 2) = 0,
Cluand on repose la masse m sur le piston, le systéme tend vers un nouvel état d'équi-
libre E; par une transformation également adiabatique et irréversible. On a alors
AS{2 = 1) = 0. Ainsi, a la transformation globale E; — E, — E|, est associée une
variation d'entropie strictement positive AS(E, = E] }=AS5(1 = 2)+ A5(2—=1").
[l est done impossible que les états E; et E[, puissent se confondre (dans ce cas, on
aursit AS(E, = E, = E|) = 0).

3. b. Pour déterminer I'état d'équilibre E|, il suffit de remarquer que le passage
E (P Ve, Te) = E[(P,V{.T{) s'obtient de la méme facon que celui
E P, ¥ Tyd = E4( Py, Vi, Ti). 1l sufhit en fait de faire :

P,— P, soit x—}%

(Vo Vel =2 (VR V) et (T T) = (T TF ).

[Yob d'aprés les résultats du 1. a. et 1. b :

vi TTUPR [V _genxer] g
Vi ¥ Ve ¥X

|
- —1+= r
TR T _a-uxar|
Te 1 T i

X
y Vg
Deplus W, (2-1") = —Plvl:[__ |)
l""II-F

P W
avec PV, = F—'[—'u‘u"F = XnRT; =W, (2=1") = -XnRT; [.m_:.__ []_
a F
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Ce qui donne en utilisant (2) et {8) : W, = -]'iﬂli'.T,:,{ I,]I,I}?J':T' 1+ X).
Application numérique :

\-’;" 0,76 ; TF L14 (sont T = 30K)

TF. ¥ ' .ﬂ = 1, 00 F =

et W, =(2—=1)=779]

o LRI

@ Evolution irréversible - Evolution réversible

Un cylindre fermé, & parois adiabatiques, est divisé en deux parties d'égal volume V, par
un piston diathermane, de capacité calorifique négligeable, initialement bloqué. Les deux

C
compartiments contiennent le méme gaz parfait (caracténsé pary = P = constante Je

€,
4 la température T, et aux pressions respectives P, et RS AR
. . o ]
P, =3P,. Pour les applications numériques, on prend : [/ Vo Vo :
y=14; T,=290K; P,=10°Pa; V,=25-10%m3. { P, P f
Constante des gaz parfaits : R = 8,31J - mol-?- K-1, Ta T P

1. On libére le piston, qui devient parfaitement mobile, et on laisse ['équilibre se réa-
liser. Déterminer I'état final et la vanation totale d'entropie.

2. On repart du méme état initial, mais le piston , —
est maintenu 4 chaque instant, en équilibre par la E
/

masse m, que lon diminue progressivement
jusqua m = 0.

Determiner U'état final, ainsi que le travail W, de SIS T IESFFFFS
déplacement de « la » masse m.

e e T T

oy
-—

® Selutien

1. Appliquons le premier principe au systeme constitué par I'ensemble des deux mas-
ses de gaz contenues dans le cylindre :

L‘LU“" = W, +0
11, Q = 0 {enceinte adiabatique].
W, =0 don .ﬁUw = 0.
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Exercice &2s

Soit Ty la température finale du gaz (c'est évidemment la méme pour les deux
compartiments : piston diathermane).

fi'l.l..:'ml - -IﬁLI.| + ﬁUl = "IC,‘.{T[_T{',} + HICT{TI‘_ Tﬂ}

ol C, = ‘}R_I esl la capacité thermigque molaire a volume constant du gaz parfait, n,

et i, les nombres de moles de gaz dans chaque compartiment,

Onendéduit: (n,C,+mCHT,-Ty) = 0=|T; =T,

sotent V[ et V3 les volumes a I'équilibre, et Py la pression. D'apriss la loi des gaz parfaits :

BV PN,
-II-_n = ;r:rIR - I'.T.l

)] f
PV o BV
T, ? T,

par addition {et en tenant compte de Ty = Tg): PV, + P,V = PV + PV,
et,comme V| +V; = 2V:

P+ P,
on en déduk les volumes :
V=W o — . — Vi =W
FER T, T T T R,
P, T 2P W
Vi =y, o E. 0 V=W 2
PSR T, T T T Y w,

Application numérique :
Pp=2-10°0Pa; V, =125 - 10%"m* e V] = 375107 m?

Commentaire

O n'a pas fait intervenir le piston comme faisant partie du systéme : le prendre en compte
ne modifie pas les caleals, puisqu'il n'échange pas d'énergie avec ce qui 'entoure

* s capacité calorifique est supposée négligeable ;

sk masse n'intervient pas ; le poids ne travaille pas, le mouvement du piston fant implici-
tement supposé s'effectuer horizontalement (cf les figures...).

Variation totale d entropie :
L'entropie étant une fonction extensive, on en déduit : AS = A5, + AS,.

¥-1
Or pour un gaz parfait et v = constante : 5{T, V) = 5({T, Vi) + nC,In[:ﬂ::ﬂ_l).
0¥

Do A5 = mC,ln[wh) 4 mC,in( L)
o A5 = G, H{T.}] + myl, n(v—u]

. _ R Vi 2

etavec C, = === AS = nRIn—+ n,Rln—-

T-1 Va Vg
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PV P,V
Soit encore puisque mR = —— et m,R = =—
Ttl Ty
v 2P
a8 = 2242yl 5 )+ oo 5 )
'i"{ ! 1+ P, ! P+ By
Application rnumdérigiie ; AS = 451)-K-L,

Commentaire

Cette variation d'entropie est positive, comme il se doit, car il s'agit de |'évolution sponta-
née d'un systéme thermiguement isolé, On a alors :

AS =5, +0=0>0.
0 ici |

2. Du fait du déplacement de la masse (variable) m, le systéme des deux gaz fournit du
travail i Pextérieur (quand on diminue m, la masse remonte). Son énergie interne va
donc diminuer et la nouvelle température finale T; sera inférieure 3 T,

AU = n,CAT{ =Ty)+n,C(T; -Ty) <0=T; <T,.
[¥autre part, I'évolution étant trés progressive et adiabatique, on peut la considérer
comme isentropique ce qui revient i admettre sa réversibilité.
L'état final est alors caractérisé par :
— une température finale T < T,;
— une pression finale P{ = P} = P; (puisque m = 0 en fin d'opération) ;
~ des volumes fnaux V| et V', avec:

PiVY PV P vy PV

[ i r¥z (A

— = R = i —_— = R =—=

Iy " Ty ) I " Ty
it en fai Vil _Vi_m
soit en faisant le rapport — = — = —

a r
Vi Vs 3

ou encore puisque V| + V), = V{ +V;

Vi =Vi et Vi =V

Exprimons la variation d'entropie (nulle) du gaz contenu dans les deux compartiments :

vt T, vyt
|
AS = nC.ln T, "-."' : ]+r:1C|n T-.,_r'r—l]=ﬂ
¥ . I':I v; P
d'ol puisque -"i'_z - F ETJ = - (-l:f (L)):
LA DR v

|r'|[,|_,—{I ‘I.,."E" ] 3In[T -;Ir—;f-—r = {)

41 Te 131 Vi 3l Vi
et H(Tn) -y - }[n—+ n"'"_n]
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Exercice s26

Application numérigue :

Vi, 1 Vi 3
].}r ; 1 . I --—I- = -—-—-—I-—- = = gl -—i— = =
prestlhona = = 55, =3 % ¥, 7 3

Dot m(%] - _f']r—ll-[]n(%]+31n@]]

4]n(%] =~} - llln[%]-

Finalement T, = Tﬂ(ﬁ] U =089 T, =T #275 K.
[ [ # F: Fl #
On déduit la pression finale P : e P{ = 1,9 10* Pa.
F )

Le travail W, fourni, au systéme, par « la » masse variable m est :

W, = AU = AU, + AU, = (n, +n,)C (T; =T,).
PV, P,V . R .
Or n, = RT,’ Ay = R_TE, et O, = T],dﬂ-il.
Wm = ::—1:.I + F:}vg[E - 1)
y-1 \T,
Application numérique : W, ==1,27k].
I

@ Optimisation d'un compresseur

On veut réaliser une installation de production d'air comprimé répondant au « cahier
des charges » suivant :

- état initial de l'air : pression : P, = 10° Pa, température T, = 290 K
(T, : température ambiante) ;

- état final de l'air : pression : P, = 5-10° Pa, température T,. L'air sera assimilé 3

C
un gaz parfait (R = 8,31 ] mol-!- K-'), de rapport v = E—" = 1,40.

Les échanges thermigues &ventuels se font uniquement avec Uextérieur 3 la tempé-
rature uniforme T,.

1. Déterminer - pour une mole de gaz - le travail minimal W,, nécessaire 3 cette
transformation.

A quel type de transformation correspond cette valeur W,, 7 Le vérifier,

2. La transformation précédente étant irréalisable en pratique, on propose les opéra-
tions suivantes :

- compression adiabatique réversible de ['état initial jusqu'a la pression P, ;
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Exercice &2

P
Danscecas (@=0): |W=W_= RT,ln(F‘t]
|

Pour obtenir cette valeur de W, il faudrait donc une transformation réversible : la
réversibilité des échanges thermiques avec I'extérieur, & T, impose une transformation

isotherme (a la température T, ). Vérifions-le en calculant le travail requ par le gaz dans
une telle transformation ;

w = -[pdv

T,

avec P, =P = ~ (P, = P du fait de la réversibilité mécanique...)

exl
BT v
wit W= _]'?'dv=w = _RT'IH["I.-_":]

et puisque PV, = P,V, = RT, alors

P, P,
W -:-HTLIn(F]:;W = RT1I"[;T)

2
on retrouve bien W ="W_.
2. On peut schématiser la suite des transforma-  p §

tions subies par le gaz, et les représenter en dia-
gramme P(V): Py

Py adiabatique | P: isobare |2

e _———
T, réversible T, T, P,
{a) (b)

L

Pour la transformation isobare (b), on a
= AH,, et pour I"'adiabatique (a), Q =0,

soit, pour 'ensemble des deux transformations
{fa+b}:

AU = W, +0Q = W, +AH,
avec AU = C AT = 0 (puisque le gaz revient a la température T, ).
D'ot: W, = ~AH, = ~C (T, ~T,) = C(T,~T,).
Pour calculer T, utilisons le fait que la transformation (a) est isentropique (puisque

adiabatique et réversible) ce qui, pour un gaz parfait, justifie 'application de la loi de
Laplace, que 'on peut écrire :

1- I- Pyt
Pl T] =BT T T, = T

P,
p=t
P e e
1
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Commentaires

La compression en deux étapes conduit a la valeur optimale P = /P, P, ; remarquons que
cette valeur correspond & :
Py
= —= | = T,
T T,[PI) T
On limite Uirréversibilitd en limitant Uéchauffement du gaz, et le meilleur résultat est
obtenu avec des températures maximales égales lors de chaque compression.

Si 'on veut diminuer encore W, et se rapprocher davantage du cas optimal (W = W),
on peut augmenter le nombre d'étapes, cCest-a-dire le nombre « d*étages » du dispositif
compresseur, chaque « éage » correspondant 3 une compression isentropique, suivie
d'un retour isobare 4 la température ambiante. Graphiquement, cela correspond i :

En augmentant les étapes de compression, on diminue I'échauffement i chaque étape,
done "écart de température avec Uextérieur. On réduit de ce fait l'irréversibilité des
échanges thermiques avec l'extérieur 2 T, ce qui rapproche du cas réversible (cas opti-
mal W =W,_).

Commentaires

On pourrait confirmer, par le calcul, la géndralisation au cas " an compresseur & i elages,

Notons maintenant Py et P, les pressions extrémes, T la température extérieure et (P, T,)
I"état atteint a la fin de la ™ compression.

Le lecteur vérifiera que l'ona:

L] ) 'IJ_I_
W = C[T, # Ty # et Tyt o+ T, = nTy] = T.,C,[E{—’) 7 —n];

I Fi 1
Pl =1 Pﬂ Iin
*W_ et minimale pour 5 = ote = [F) o e qui correspond & prendre les F; en
i kL

progression géometrique entre les valeurs extrémes Fyet P

alors W, = ncpTﬂ[[%)T";; - 1];
0

p
- lim W, = nTuln[—"]; on retrouve bien, A la limite, le résultat de la transformation

m— Pu

isotherme réversible, _____I
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W

. Corps pur diphasé

@ Vaporisation dans le vide

il

Dans un réservoir initialement vide, de volume invariable V; = 5-10-* m?, on
introduit deux grammes d'eau liquide, pris i la pression atmosphérique P, = 10* Pa
et & la température T, = 290 K.

1. Le réservoir et son contenu sont portés 3 la température T, = 350 K (par linter-
médiaire d'un thermostat).

a. Determiner l'état d'équilibre de l'eau (la pression d'équilibre eau liquide-vapeur
d'eau  la température T, vaut P,(T,) = 0.46- 10° Pa).

Ouelle est 'énergie thermique absorbée par les 2 g d'eau ?

La vapeur d'eau sera assimilée & un gaz parfait de masse molaire M = 18 g.
On donne : R = 8,31 - mol-!- K-! (constante des gaz parfaits) ;

C, = 419k]-K1-kg! (capacité calorifique massique de l'eau liquide) ;
lap{Ty) = 2300 k) - kg! (chaleur latente de vaporisation de l'eau a T,).

b. Faire le bilan entropigue.

2. A partir de l'état d'équilibre précédent, on chauffe le réservoir et son contenu jusqu'a
T, = 373 K (P,(T,) = 10° Pa). Calculer l'énergie thermique absorbée par l'eau.
On donne [, (T,) = 2240 kJ - kg~!;

capacité calonfique molaire & volume constant de la vapeur d'eau :

Cy = 21 ] -mol-?- K-,

Ce qu’i] faut saveilr

ki,

* Premier principe ; second principe.
» Changement d’état - vaporisation de Feau.

* Chaleur latente.

Ce qu’i] faul comptendre

1. L'eau introduite subit un chauffage et une vaporisation, partielle ou totale : il faut
d'abord déterminer dans lequel de ces deux cas on se trouve.

La quantité d'énergie thermique absorbée par P'ean se déduira de la variation de son
énergie interne.

On déterminera ensuite AU (et AS) en choisissant une suite de transformations réver-
sibles menant a 'état final précédemment déterminé.
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Exercice sii

AU = W4+

Sur la transformation {a), W, ~ 0

et AU, = Q, = mC(T,-Ty).

sur la transformation {(b), Wy = P (T, 0NV, —myv ) =-P T}V,
(et V= n'r&v'a}

et Q= ml (T,

B P

Nou |[Q = mC (T, -T,)+ml

Bvap

(T,) =BT, )V,

Application mumdérique: ) = 3,54 kl.

1. b, Bilan entropique

[Yaprés le second principe - AS = 5.+ 0 (0= création d'entropie)
Q
T,
rature T .

on s, = puisque le systéme reqoit I'énergie thermique O du thermostat de tempé-

Calculons AS(E; — E;). Pour se faire, on utilisera le méme chemin réversible que
celui envisagé pour déterminer la valeur de AU, d'oir: AS(E, = Ep) = AS, + A5,

e TomC dT T
Avec A5, = j—-dT j l = el In[_r;]

(F'état du liguide ne dépendant ici que de la température).
Qe _m Lol T})

g vap

Dautre part (of. point de cours): A5, =

Tl - T1
T (T
Dol AS(E, — E;) = ml.’jj_ln[:—')+m_ﬁﬂ'_w
T, T
e G = AS(E, — EFJ_TQ

Dot o = mC,_lnl:E) "'IJ‘I:T} mC,y (T, —Tn]“‘"iif“,.{T,]—F,{Tl]‘J“
T, T, T,

g= {"‘EL[l“(%J - TI,;IT“]} . P’{TF'IW“

Application numérigue: ¢ = 0,139+ 0,657 = 0,80] - K-\,

Si on compare a la transformation réelle, on peut remarquer que le premier terme cor-
respond au chaulfage irréversible de l'eau liquide, et le second & irréversibilité de la
PAT,) -V,

_— I ' .
vaparisation : —T = "rllﬁ ne concerne que la masse d'eau vaporisée. ..
|
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2. Déterminons d'abord I'état d'équilibre atteint : la température augmente peu, et la
pression maximale de vapeur est plus que doublée : la masse de vapeur d’eaun peut aug-
menter trés notablement, et il est probable que I'eau va se vaponser totalement.

Vérihons-le en calculant la pression atteinte dans 'hypothése d'une vaporisation
totale de I'eau :

_ﬂ.ﬂ-nfg-mﬁh{P{TJ
-M '||'|'ﬂ = 1 H 24

L'eau est donc totalement vaporisée 4 la pression P, = P,
De méme que précédemment, le volume reste invariable, donc W = 0, et ) = AL,
Calculons AU pour la suite de transformations suivantes :

(a") : Vaporisation progressive de 'eau liquide restante 4 T, et P,(T,) constantes, par
augmentation du volume : transformation N — B".

(b") : Chauffage de la vapeur de (T,, P.(T,}) a (T,, V,): transformation B — E_.
Q = AU = AU_.+AU,.

avec AU, = A(H-PV) = AH, -P(T,) AV

ol AH, = (m~- rnﬁ}]'mp['l',]n P

(vaporisation du liquide restant) m, masse

de vapeur dans |'état d'équilibre précédent P,
{m; = 1,42 )
AV = V' =V, PAT

et (la vapeur est un gaz parfait) :

‘_ m
PIT OV = ERT,: PAT, IV, = E{!RT'
"l — M
soit finalement : P(T;) AV = —M-—!llTl.

Cy
D'autre part AU = mr:{TJ -T,} (G, rapporté i 1 mole).

] RT Cy
Cequidonne | Q=AU =(m- "is}[!,.dp{T.] - Hl)+ ""H'[Tz -T,)

Application numérigue: Q = 1233+ 53,7 < Q# 1,29k

a0 R

@ Détendeur

On fait subir & du fréon une détente de Joule-Thomson & partir d'un état correspon-
dant au liquide de saturation (température T, = 303 K) et qui l'améne & un état de
température T, = 237 K.
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[Yautre part, danscet état hmal, T = T, = 237 K;or he = Iy (T,) = 387 k] - kg™’
et by = h(T;) = 556 kI - kg™', soit:

he < by < .

Le point figuratif B se situe donc entre C et D sur le palier de vaporisation. L'état final
sera celui d'un mélange liquide-vapeur a la température T, et & la pression
P, = 810" Pa. Onadonc:

hy = H,+ Hy

avec  H,, = m h(T,) et Hy = (m-m_Jh(T,)
Soit en introduisant le titre x en vapeur :
=xm=x-1(m=1kg), dob: hy = xh (T,)+ (1 =x)h(T,;)

Myan

=k (T,)

T AT = (T

_ 448387 _ 61
556 — 387 169
= Variation d'entropie massique :

x = 0,36,

Application numérigue : x

Il 5‘&351 de caleuler Az = $; =5 (% = entropie massique dans 1"état final),
Ona s = (T,) et s = x5 (T,0+(1-x)50(T,).

Application numérique :
As = [0,36 %4776 + (1 -0,36) x4,061] - 4,286 = As = 353] kg - KL
Ce résultat traduit U'irréversibilité de la détente (of second principe).

2, La détente se caractérisant par Ak = 0 (hg = h,), calculons Al en suivant le che-
min réversible A = C— B: Ah = (ho=h, )+ (hg=he).

* Pour le liquide de saturation (A=C): p g,
AfA—=C) = C{(T,~-T,) oit C] est la P ™
capacité thermique du liquide juste saturant que
I'on confondra avec C; donné dans I'énoncé.

+ La transformation C - B s'effectue sur e
palier de changement d"éat, Elle correspond &
une vaporisation partielle et réversible d'une
masse x kg de fluide pour une masse initiale de
I kg de Fréon liquide, d"oi : v

AT —=B) = :-:f,upl[Ti].

Autotal, Ak =0 = C(T,-T)+xl (T,

= Cl{TI - T:}
o (T3)

soit

0,92 (303 - 237)

168 x = 0,36,

Application numérigue :

Chapitre & - Thermodynamigue: @B
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Exercice 633

# Pour calculer la variation d'entropie massique, reprenons le chemin réversible
A=C=R: As=A8A=0C)+ As(C—= B, avec:

As(A — C) = IFEQ’*" J'TC d C,_ln(%]

T
AsiB—=C) = J_M (changement d'état réversible).

T Lok T
D"DI;I ﬂ.j = {:Lln(_]]_'_xul'!{ 2]
T, T,

)+ R e as=30) K kg,

303 237

3. On constate que les résultats obtenus en 1. et 2. concernant le titre x en vapeur et la
variation As d'entropie sont trés proches. Ceci n'est guére étonnant puisqu'il est pos-
sible d'évaluer les grandeurs Cy et [ (T;) fournie au 2. i partir du tableau de valeurs
thermaodynamiques proposé au 1.

Ainsiona: [ (T} = h (T, )= I (T;) = 556 - 387 = I (T,) = 169 KJ - kg™
ouencore I (T,) = T,[s(T;)-5(T,})] = 237 x[4,776 - 4, 061]

vap

soit LTy = 169,50 kI - kg!.

v
De méme, on peut considérer que I'on a, en premiére approximation, pour le liquide
de saturation : b (T,) - h (T} # C(T,~-T )

Application numiérigue:  As = 0,92In [

hy (T )= h (T,) _ 448387
T| - T: .]"DJ‘ 2.3':"
Ces valeurs sont bien en accord avec celles données i la question 2,

On adonc: C ~

Cp~ 0,92 kJ - kg .

Soulignons enfin que l'on rencontre des détendeurs de ce type dans des machines fri-
gorifiques.

@ Evolution isenthalpique

Un récipient cylindrique horizontal est fermé par
un piston pouvant coulisser sans frottements, La

pression extérieure est maintenue constante et P,;,. | i Par Tz : Py
égale a P, = 1 atm. > i

o,
Le récipient est initialement séparé en deux com- paroi F

partiments par une paroi adiabatique escamota-

ble. Le compartiment de gauche contient de l'eau liquide saturée (m, = 1 kg;
P, = 1atm; T, = 373 K), celui de droite est rempli de vapeur d'eau (m, = 2 kg;
Po=1atm; T, = 478 K). Le piston et les parois du récipient sont adiabatiques.

on
nn
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il

On supprime la paroi F (sans apport de travail).
On donne les valeurs numériques des enthalpies massiques (h) et entropies massiques (s) :
.. h, =419 k) -kg-'  ; 5, = 1,306 kJ- kg-! - K-
L= 2675k} -kgt ; 5 = 7,354 kd - kg~!- K-!
Po=1atm et T=478K; h, = 2884k) kg'; 5, = 7,847 k] kg~?- K-,
1. Déterminer I'état d'équilibre final du systéme,

2. Calculer la variation d'entropie AS.

3. Exprimer également cette varation d'entropie AS en fonction notamment de
{ap(T;) et de C;, capacité thermique d pression constante de la vapeur (on considé-
rera gue Cp est constante sur intervalle [ T,.T.]).

Evaluer loap(T1). Cp, puis AS. Conclure.

Po

1atm o T

Ce gqu'i] faut saveir

@1.

* Premier principe,
+ Changement d'état liquide — vapeur : fonctions massiques h(T, x) et s(T, x).

Ce qu’i] faut cam_preh-ire

.

1. Le systéme va évoluer vers son état d"équilibre en échangeant uniquement du travail
avec |'extérieur (pression Py). I suffira donc de traduire le bilan énergétique a l'aide du
premier principe, lequel doit se réduire ici 4 la conservation de l'enthalpie (P étant
également la pression dans les deux compartiments avant la suppression de la paroi).
Pour I'état final, il faudra faire une hypothése : on pourra, par exemple, considérer qu'il
correspond & un équilibre liquide-vapeur (P, = latm et T = 373K ).

2. Les états initial et final ftant connus, leurs entropies se calculent aisément (entro-
pie est une grandeur extensive). On doit trouver une variation AS positive (¢f. second
principe en ['absence d'échanges thermiques).

3. On prendra un état de référence associé au liquide de saturation (Py,T,). On lui
attribuera une entropie massique 55 On calculera les entropies des états initial et final
i partir de cet état de référence,

Seolution

1. Le systéme est thermiquement isolé de I'extérieur {parois adiabatiques) et ne regoit
donc aucune énergie thermique (O = 0).

[¥autre part, les forces de pression extérieures (P} lui fournissent le travail mécani-
que Wielque: W = P, AV = —Py(V,-V,)

(V, volume total initial, V; volume final}.

Le bilan d'énergie {premier principe) s'écrit ici :

Chapitre 6 - Thermodynamique @1
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Exercice a33

501t encore : (Uy+ PVy) = (U + PV, )

Or la pression d'équilibre en fin de transformation est nécessairement Py (équilibre
mécanique) ; mais Py est aussi la pression dans chaque compartiment avant la suppres-
sion de la paroi. Les quantités (U, + P,V,) et (U, + P,V,) représentent donc les
enthalpies dans les états initial et final. La transformation se caractérise alors par I'inva-
riance de I'enthal pie du systéme.

AH =0

L'enthalpie initiale est donnée par :
H, = H{eau liquide saturée) + H{vapeur d'cau)
Soit Hy = m k(373 + m;h (478).

L'état du Auide dans les deux compartiments
est représenté sur le diagramme (P, V) parles
points A et B, Imaginons que I'état final puisse
étre associé au point C (titre x en vapeur), ce
qui impose une lempérature T = T, (et
P = P, Dés lors, I'enthalpie finale corres-
pond 2 celle d'un mélange liquide-vapeur, de
masse totale mi, + nt,, soit .

Hy = [xh (3730 + (1 = x)hy (373))(m, + m,).

La transformation étant isenthalpique, il vient (H, = H,):

i hy (3730 + myh, (478)
™, + m, ’

xh (373) + (1 - x)h (373) =

Do :
[ra by (373) + myh (478)] = [(m, + m; )0y (373)]

x[h¥f1?3]—hL[1?3}] = i, 4 TH
1 i

[ b, (478) — by (373)]

= (rtey 4 my ) B, (373) = b, (373)] b

Finalement

Application numérique :

o= 212884 -419]
3x[2675~419]

L'état final est donc celui d'un mélange hiquide-vapeur :
Py = latm; T = 373K;
x =073 =m, =219kg; m = 0,381 kg

2. Lavanation d'entropie du systéme est AS = 5, -5, avec:

=x =073 (onabien0=x=1).

5, =5, (eau liquide saturée) + 5, (vapeur d'eau)
soit 5, = mys (373) + m,s (478),
el S, = (m, +m,)[x5,(373)+ (1 = x)s,(373)].
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Dol | AS = (m 4+ my)[xs,(373) + {1 = x)5(373)] = mi 5.{373) = sr1,5 (478)

Application numérique :
En utilisant I'expression (1) définissant la valeur de x, nous obtenons :
AS = 0,135k] - K-,

La transformation envisagée s'accompagne d'un accroissement de Pentropie du sys-
téme conformément a I'expression du second principe :

AS = 5,40 (0= création d'entropie: a>>0)
avecici 5, = 0 (transformation adiabatique).
On doit bien avoir AS = ¢ = 0.

3. Appelons s, 'entropie massique du liquide p g
de saturation dans I'état (T, Py} : point A.

Dans I'état initial, nous avons : T
E.i = ”l|5|:|+ mzsn P "r .1|. B
(1] ::__-
oit sy = (Sp=5)+ (5,0 —5,) + 5, A O AT,
gl T1) m
AVEC 5, = Sy el Sy—5, = ﬂ':l_—' par déh- -
I v
nition de la chaleur latente de vaporisation.

Lol T
Soit 5. = m 5, + ml{sﬂ+—"ﬂ;]5—'}+{sn—sf}}

1
T, , .
Or sy~ 5, = Cpln T, (B et A’ correspondent & la méme pression Py et & des tempé-

ratures différentes T, et T, ; de plus on suppose C; = cste).

Ll T T
Dol : 5 = (m, +m1]su+mz{#+ﬂpln 'ITI}
! )

» L'état final est associé au point C, et @ un titre x en vapeur et @ une masse totale
m = iI'II'L LS FFI::

L..JTJ}_

S = {m, +m1J{sn+x T,

I (T LT T,
Et .ELS:5‘-5i=|:m|+m=]x£¥—mz{ﬂg+cplniﬂ_‘} (1
1 i 1

+ Evaluons I, (T,) et Cp:

area

LaolT) = B (T\) =y (T} = h(373) = by (373) = 1,(T,) = 2256 kJ - kg
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Exercice s1s

Il reste 4 calculer la masse de vapeur formée. Celle-ci est assimilée & un gaz parfait,

d'oi
m' , _ MP,
PV = nRT = HRT:&m - R_'I',. V.
MP,
La masse de vapeur &m’ correspond alors & un volume 8V tel que: &m” = RT,;Ev'

Or la pompe aspire pendant df un volume &V = Ddi (D = débit volumigue) soit
encore une masse de vapeur :

MP, | I MPy
= - = g * = d —Fl = . —2T .
B 1{T_.,Ddt et &m = &m" + &m Em[l + JI[) (1 + ‘,{] RT_,D &t

d'oii la lot d'évolution de la masse m d'eau liquide : m = my; - (%?] R

L'eaw liquide aura donc complétement disparu au bout d'un temps ¢, :

RT
m=|]:.'n'|=ﬂ- t, = Mo '.:
(@] MP, - n[n + EE]
EH-' ’ E|'

_ 50x831x273 335

A icati . . o= = 3 h 24 min.
pplication numérique: 1, 18 % 600 % 10—+ 335+ 2 540 mmin

@5 Eau liquide en équilibre avec sa vapeur

On considére de leau liguide en équilibre avec sa vapeur 3 la température
T, = 394 K et a la pression P, = 2 atm. La masse d'eavest m = 9 g, et le volume
total occupé par U'eau est V; = 4,7 L.

1. Determiner le titre en vapeur du mélange.

2, On place le systéme dans un thermostat 3 la température T, = 478 K. Déterminer
Uénergie thermique O fournie par le thermostat dans les deux cas suivants :

a. si l'on maintient la pression constante (égale a Py) ;

b. si le volume est invariable.

3. Commenter les résultats du 2. a. et 2. b,

On donne, pour U'eau, les valeurs des volumes massiques de la vapeur saturante (v}
et du liquide de saturation {v ), ains1 que les enthalpies massiques correspondantes
(h,eth):

=
1l

858 dm?-kg-'; h, = 2710k)-kg-!;
1,06 dm3 - kg?; h = 509 k) - kg';

L]

*T =304 K
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#T=412K v, =522dm? kg-!;

* T = 478 K et pour un volume massique de 522 dm?*- kg1, ona:
he=h" =2870k) - kg-' et P =P = 41atm;

T = 478 K et pour une pression P = 2 atm, ona:
h=h"=2830k kg-'.

Solution

1. Par défmition, le titre en vapeur est donné par [a
relation : 4P

i,
X = v

fi

[¥autre part, en désignant par m; la masse d'eau liquide, .
MIOUS avons |

m o= myp+m,

Vg = vy +v,m,. v vy ¥, v
¥
Soit encore : v, = . vi{l=x}+w x
¥ :
(od vy représente le volume massique « global = ).
Vo — ¥
DY ol x= 2t
¥, = "rl.
Application numérique :
vy = L06dm*-kg='; v, = B5Bdmi- kgl v, = 3 4;;_1 = 522 dm?- kg,
, 522 - 1,06
Dol x 553—1,1115:}1 0,61.

2. 3. La pression est maintenue constante P = P, p
et la température finale T, = 478 K est supéricure
i la température T, de I'équilibre liquide vapeur
(pour une pression Py). L'état du systéme (ramenéa  p
I'onité de masse) passe d'un mélange liquide- !
vapeur (point A} a celui de la vapeur {point B).
Appliquons alors le premier principe au fluide :

AU = W, +Q.
Le travail extérieur sexprime simplement par
W, = -P,AV, d'oir:

W = —Py(Ve=Vy).
Soit une énergie thermique Q fournie par le thermostat :
Q = Up=U,+Py(Vp = Vy) = (Up+ PoVi) = (U + PgVy).

Chapitre & = Thermadynamique @f

Exercice gis ™



Exercice 835

He s Up+ PV, = U+ P,V
lDrF'|=F'|.-=F',;, F F FYF F oY
H, = 1;,,'|+P|"..-’l = ],J|+Pu,‘lf|

Finalement 3 = Hp - H, (transformation isobare}, et en désignant par h les enthal-
pies massiques :

Q=m h:: = J:1|:|'
by se calcule & partir des valeurs i et hLﬂes enthalpies massiques de la vapeur saturante
et du liquide saturé, et du titre x en vapeur :

by = xh, +(1=x)h .
Quant & hy il s'identifie a la quantité h”, d'oi:

Q=mlh"-xh,-(1-x)hy]

Application numérique :
Q=9 102890 -061%2710-039%500]=0Q = 9,38 kJ.

2. b. Cette fois-ci, le volume reste égal &'V et le premier principe s'écrit :

AU = Q= | Q=mlug—u)

ol tipet u, désignent les énergies internes massiques dans les états final et initial.

L'état initial est toupours associé au point A,
Pour I'état hinal, on a un volume massique v, et une température Tp = 478 K supéricure
a celle du point A" { T, = 412 K d'aprés les données) : cet état correspond a un point
tel que B pour lequel I'enthalpie massique vaut K et la pression P* = 4,1 atm.

Or up = frl—]'-'i_.h'l_. avec F:l_ =k, Pp = P Py
el Vg = vy, s0it: g = R =Py,

De méme wy, = h - Py avec

hy=h x+h(l-x), P, = Pyetv, = w,. P,
Dod

Q= m|{h" =Py} =(h x+h{1=-x)=Pyv}].

Application numérigue : Q = B,2k].

3. Les résultats des questions 2. a. et 2. b. nous montrent que I'énergie thermique four-
nig par le thermostat est plus grande pour la transformation a pression constante que
pour la transformation a volume constant :

= dans le deuxiéme cas, I'énergie thermique regue s'identifie a la variation d'énergie
interne {volume constant), soit , = Uy -U;

—dans le premier cas (P = Py, ona:

Q+We = Up-Uj=Q, = (Ug - U))-W,,.

La différence entre Q; et Qy provient donc pour I'essentiel de la quantité W, (en effet,
pour la wvapeur assimilable & un gax parfait, on aumit Ug = Ug, puisque
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Ty = Tg = 478 K ). Or dans cette derniére transformation, le volume augmente et W,,,
est défini négarif, de sorte que Q, > Q, , comme il se doit.

Ona W_, = -Pylmi{ve—v,}].

Les tables donnent v, = L19m?- kg~! (pour P=P,=2atmet T=Tg).

D'olt W, ==2-108x9-10-%(1,19=0522) = W_, =-1,20k].

Or Q,-0Q, = 935-8,18 = L,17k].

Il y a bien accord (Q - Q, ~-W_,).

o IR

@Détente isentropique de vapeur saturante

1. On donne pour l'eau les valeurs des enthalpies massiques, associées aux états liquide
et vapeur, a des températures différentes.

T,=41BK; h =610kI-kg-t; h, =2739k) kg-!;

T,=373K; h =419k)-kg-'; h, =2675 k) kg-1.

On admet que pour les températures considérées (T = 470 K), la chaleur latente de
vaporisation de l'eau [ varie linéairement avec la température T. En déduire 'expres-
sion numérique dornant { (T} exprimée en kJ - kg™t

2. On considére de la vapeur d'eau saturante (température T << 470 K). On lui fait

subir une détente isentropique. Montrer que cette détente s'accompagne d'une liqué-
faction partielle : on notera y le titre en liquide du mélange.

Donner La valeur de y pour des températures finale et initiale égales & T, et T,.

On supposera que la capacité thermique du liquide de saturation est une constante C.
Pour les applications numériques, on prendra T = 4,186 kJ - kg1 - K-1,

3. Sur le diagramme (P, T), U'état initial est py

associé au point A{P;, T;). La pente (j—l_:]

e . &g
de la courbe d'équilibre "€ est liée 3 la chaleur p
latente de vaporisation [, par Uexpression !
dite formule de Clapeyron :

lyg = T(¥, - mﬁjh. ol v, et v = volumes

massiques de la vapeur saturante et du liquide T

de saturation.

Déterminer la grandeur ﬂ—l,: ] caractérisant la pente en A de Uisentropique située
wap

dans le domaine de la vapeur et aboutissant en A.
Etablir une condition sur ces pentes pour gue la detente envisagée s'accompagne
effectivement d'une liguéfaction partielle. Conclure.
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Exercice &1

Solutien

1. A latempérature d'équilibre T, la chalewr latente de vaporisation, rapportée 3 "unité
de masse, est donnée par 'expression :

LaptT) = b (T)=h(T).
On admet des variations linéaires: 1, = a—~fT (&h = h ~h doit diminuer
quand la température augmente ; Ak tend vers une valeur nulle pour T = T~ ). Ona
done :
h(T)-h(T) = o—pT.
Appliquons cette relation aux deux températures T, et T, :
a-PT, =2739-610= [a-418B = 2129 = I (T))
{u ~BT,=2675-419= |a-373p = 2256 = I,,(T,)
La résalution de ce systéme conduit & :

_2256-2129 _ bt wed _ -l
B_—qm_aﬁ = [ = 2,82k kg ' K' et a= 3309k kg

D'ois Lapl(T) # (3309 - 2,82T) k] - kg~

2. La détente va saccompagner d'une aug-
mentation du volume et d'une diminution de
la pression et de la température.

Supposons qu'elle s'accompagne effectivement
d'une liquéfaction partielle (A — B) et écri-
vons que l'entropie dans les états e A s et « B »
est la méme (températures respectives T et T7).

Or la variation d'entropie sur le chemin A = B associé & la détente est la méme que
sur le chemin A — A" — B — B (5 est une fonction d'état). On a donc :

AS{A — B) = AS[A ~» A') + AS(A" — B') + AS(B' — B).
Et d’aprés la déhnition de la chaleur latente :

I AT
ASIA" = A) = ﬂ'f:i—-—} {pour I'unité de masse)

i (T
AS{B* — B) = -EEIE,—}“ -y
D autre part, I'état du liquide de saturation ne dépend que de la température d'équihi-
bre T, La variation d‘:nlmpi: sur le chemin A" = B est alors donnde par {toujours

pour "unité de masse) :

AS(A"—= B") = L‘In(TT J {C considéré comme constant).

Soit au total :

I LolT ’
AS{A = B) = _:rlf_ﬁJr“-;.-} "'_’]E, j+¢:ln[TTJ.
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La valeur de y (si elle existe)} est donc définie par la relation :

T' I'IIHI."{T:} r-.up':T}
y-Ch[T]+ -
ﬁﬂ#T}

Supposons alors T  infiniment voisin de T: T = T-g (e >0 ete =T},

La détente, & partir de |'état caractérisé par T, amorcera une liquéfaction partielle pour
¥{€) == 0, soit pour:

I (T=g) I (T
Cl luE) ap ~mp i ng (1
"[ T) " T-¢ T (2
E E
Orln|l==1~=-= et:
: n[ T] £
Lug{T—€) 1 (T) _ {1[ 1 _l]_E.
T-¢ T T-¢ T/ T?
La::::rndili:m(I}s'é:ril.alms:%[:—C-n-%J::ﬂ
c'est-a-dire T{E
Application r:muén'qu::T*-‘:%:T{??ﬂK.

Lhypothése faite (de I'eau liquide apparait) est donc vérihée. [l faut également noter
que la température critique de I'eau est déja inférieure & cette température limite
Cependant, I'expression donnant I, n'est évidemment plus valable a ces températu-
res, on aurait en effet :

lap(650K) = 3309 - 2,82 x650 = 1480k[ - kg™
alors qu'elle devrait étre nulle !
Faisons maintenant T = T, = 418K et T =T, = 373K,

373 225 2129
_ 4‘tﬂﬁln[ﬁ]+ 373 418 - 79. 100
Y= 2256 —r=a :
373
dpP . . F
3. Pour calculer la pente IT de l'isentropi-

- ®

A

que associée au gaz, on assimilera ce dernier a un
gaz parfatl de masse molaire M (il est alors néces-
saire que la température T, soit suffisamment

isentropique
‘F___,_._“-"Pq

. &
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Exercice 617

On a (premier prim:ipc]l :
=0+W avec W = -P,AV,
Soit AU+ Py AV = Q::-.E.{UH* V)= Q.
[rans I'état initial et dans 'état final, la pression du fluide est Py, et la quantité U + PV
représente 'enthalpie H de I'eau, soit :
AH = Q.
Pour évaluer AH, considérons la transformation réversible A — A" — B :
AH = AH{A — A")+ AH(A' — B).

Or AH(A, A }-—n!IHF{T,} pard:!ﬁmhmdc]'“p{ i)
AH{A" = B) = mC (T, -T,).

Do Q=mC (Tg-T))-ml (T

W = —Py{v, — v, )m en fait W # Pyv,m

ou v, et v, représentent les volumes massiques dans les états A [vapeur d'ean,
T,=373K,.P=P,=1atm] et B [eau iquide, T, = 290 K, P =P, = 1 atm].
Application numérigue :
Q = 0,5[4,18(290-373)-2260] =Q = -1300k]
W# 40,5 1,67 % 1,013 10° ='W = B4,6 k].
1. b. Faisons maintenant un bilan entropique en prenant comme systéme le fluide.
Désignons par S son entropie, Le second principe s'écril :
= 5.+ 0 (0= création d’entropie).

Le systéme « regoit = I'énergie thermique Q du thermostat de température T, d'oh

5 = Q _ m[l HPQT|}+CLI{T| nJ]_

T, Ty

Dautre part, le calcul de AS peut seffectuer en reprenant le chemin réversible
A= A"=3 B AS = ASTA = A"+ AS(A" — B), avec:

—ml
AS(A = A") = “H,IJ (changement d'état vapeur — liquide
' a température T
TemC, dT
ASIA" = B) = I - 1f (transformation isobare et dH = 80
1

avec dH = mC, dT)

il (T T
Dioir: AS = et 1) e ln[;")-
[

T
Soit I'équation de bilan :
-mi AT, }+ml:|_|.n(-r—) _J'1I![!I_1f"|'|}-l~|l:|_f"|"|—T[.}Il_l_'l:l
T, T, Ty
_ (. T, T,
et : —nr.l'“p{Tl]-[ﬂ T—I]-I-JHCL[[,]—_-;I- :] In[ f.:.)]
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Ce qui peut s'écrire & = @ + T, avec:

1 l .
g, = m!ﬂP{Tl ]-[,]TD— T-—I] > 0 puisque T, <T, et = 0.
Cette création correspondrait au seul changement d'état de 'eau.
T, Ty J

= ==1|=In| =||> (x-1)

a, mCL[( T, 1) In( T,}] 0 0.5 ;
. . i 03 ] inx

(celle-ci est associée au passage de l'eau = ]
liquide de la température T, 4 la tempé- 09
rature T). 0 . ——
Dans les deux cas, I'énergie thermique 0.8 ! I,ET 14 *
est fournie par le thermostat (T). 03 ]T'
Application numérique : '

- A 1 = g
5, = n.ﬁxzzm[m m}::-cs. 0,867 kI - K

_ 373 Y . (373 e bl el
g, = 0,5% 4.13{[29{] 1] |n[3m)] =0, = 0,072k - K-,

Soitau total 0= 0939k - K-' =0 = 0, k] - KL,
2. a. La aussi, la transformation est monobare mais contrairement au cas précédent,
elle est adiabatique (et irréversible). Elle se caractérise donc par la relation AH = 0.

Imaginons gue I'état final soit associé i un équilibre liquide/solide a la pression impo-
sée d'une atmosphére et a la température T, = 273 K comprenant une masse mx de
glace et une masse (1 - x)m d’eau liquide. Pour déterminer AH, on peut prendre le
chemin réversible suivant : chauffage du liquide jusqu'a T, puis solidification partielle :

AH = AH(eau liquide : T, — T,) + AH(solidification partielle a T,).
AH(Lg: T, = Ty = mCy(T, =T,

AH(solidification partielle 4 Ty) = mx - (= (Ty)).

Soitautotal : AH = m{C (T, =T} -xI(Tg}].

_CUTy-T)

]
(T (1)

Cette équation détermine x :

4,18 % (273 — 260) _
335 '
d"un équilibre eau liquide-cau solide.

Application numérique : x = x = 0,16 et on est bien en présence

2. b, Faisons maintenant un bilan entropique, le systéme considéré étant la masse m
d'eau.

Appliquons-lui le second principe : AS = 5.+ 0.

Le systéme est thermiquement isolé de telle sorte que 5, = 0.
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[Yans les deux cas, une particule chargée arrivant dans la chambre permet de faire cesser
localement le retard au changement de phase : formation de gouttelettes (dans le cas de |a
chambre Wilson encore appelée chambre 3 brouillard ), formation de bulles {pour la cham-
bre a bulles) — matérialisation des trajectoires de ces particules chargées...

gl ot

&P Vaporisation a T et P variables

4

Un cylindre (hauteur /i = 0,5 m, section 5 = 0,02 m? ) est séparé en deux parties
par un piston de masse négligeable, mobile sans frottement. Le compartiment supé-
rieur contient n = 0,3 mole d'air, et le compartiment inférieur une mole d'eau.
Lair et la vapeur d'eau seront considérés comme des gaz parfaits. La pression d'équilibre
T-271y

100 ]'
avec P, = 10% Pa. Le cylindre et son contenu sont initialement 3 la température
T, = 300 K, et on chauffe l'ensemble de maniére progressive (guasi statique}.

1. Décrire gualitativement U'évolution du systéme.

2. Tracer la courbe dévolution de la pression de ['air dans le cylindre pour T variant
de 300 K & 450 K.

On donnera les valeurs numériques des températures particulidres permettant de
décnre cette courbe.

Commenter.

eau liquide-vapeur d'eau est donnée approximativement par Py (T) = Pn.[

Selution

1. Tant que l'eau demeure liquide, le piston mobile reste dans le « bas » du cylindre
{volume de 'eau liquide négligeable devant le volume V = sh du cylindre).

Ceci suppose que la pression de ["air est supéricure 4 la pression d'équilibre eau
liquide-eau vapeur pour la température T. Montrons que c'est bien le caspour T =T,
(P Ty) = P (T )} :

* 1 mole d'eau liquide occupe un volume denviron 18 cm”.

Or'V = hs = 05x0,02 = 10? m® = 10L. Onabien V = Vuulir d'oi ;
nRT,

v

{T|]| =

'plir[Tl}n =V-V

{\"Irlir
0,3 - 8,31 - 300
0,5 - 0,02
300 - 273
100
(T,) == P(T,), et donc P'eau est a I'état liquide A cette température.

V).

(=
wiu lig

Soit P = T48kPa=075P,

4
or P (T,) = Pu-'( ] = 0,005P,.

Onabien P,

Eals

Chapitre 6 - Thermodynamique @’T

Exercice sig =



- E. Machines thermiques

@ Machines dithermes : les trois cas intéressants

il.

1. Peut-on réaliser un moteur thermique, une machine frigorifique, ou une pompe
thermigue & partir d'un Auide décrivant des cycles en échangeant de U'énergie ther-
mique avec une seule source thermique de température T, ?

2. On dispose désormais de deux réservoirs d'énergie thermique (thermostats de tem-
pérature T, et T, avec T, = T. ). Reprendre la question précédente et définir dans cha-
que cas le rendement (ou 'efficacité) de la machine en fonction notamment de T, T
et de la créatien d'entropie pour un cycle o. Commenter,
Application numérigue : pompe thermique réversible pour laguelle T, = 273 K et
T, = 292 K. Donner la valeur du coefficient d'efficacité.

Ce qu'i] fault saveir

1.

* Premier principe — second principe.

» Définition d'un rendement ou d'une efficacité.

Ce qu’i] faut r:amP‘.t‘ehr:ft‘e

.

1. Le fluide décrivant un cycle, ses fonctions d'état sont invariantes aprés chaque cycle.
On a en particulier AU (cyele) = 0 et ASy . lcycle) = 0. Dautre part, la
machine échange un travail W avec "extérieur et une énergie thermique Q avec la seule
source (de température T,). [l suffit alors d'appliquer les deux principes de la thermo-
dynamique, puis de prendre en compte les caractéristiques de chaque machine
(W << 0 pour un moteur thermique, W = 0 dans les autres cas...).

2. Le principe d'étude est le méme que celui décrit dans le cas précédent (mais il faut
tenir compie des deux sources thermiques). Le rendement {ou I'efficacité ) sera défini par
le rapport de la grandeur énergétique utile — celle que I'on cherche a obtenir (en valeur
absolue) = sur I'énergie prélevée (source non « gratuite » : énergie coliteuse  fournir).

Selutien

1. Prenons comme systéme le fluide décrivant un cycle. 1l est caractérisé par :
iiUﬂ.,.i.j.,_J: ‘:]ﬂ:l:} =0 et ﬂﬁﬂ“"kfl:}"dt] = {},

Le fluide regoit un travail W et une énergie thermique Q {de la source a la température

T,), ce qui implique : AU, (cycle) = W+ Q (1% principe)

ASy e lcycle) = %Hﬁ (2% principe)

ol les équations W+ =0 e Q=-Ta

D’autre part, la création d'entropie O est évidemment positive : o == 0.
La transformation cyclique du fluide conduitalorsa: Q<0 e W=0.
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Ainsi, un moteur thermique fonctionnant sur ce type est impossible {on doit avoir
W < 0 pour que du travail soit fourni a 'extérieur). Il en est de méme d'une machine
frigorifique, I'énergie thermique Q devant étre prise a I'espace que l'on veut maintenir
a basse température (ce qui imposerait =0 ).

Par contre, une pompe thermique est envisageable (W > 0 et Q < 0:de I'énergie ther-
mique est fournie & I'espace a « réchauffer »). Cependant, une telle machine aurait une

efficacité égale al'unité ¢ = % = + 1 et ne présenterait guére d'intérét du point de vue
de notre étude : c'est en fait le cas du radiateur flectrique.

2. Considérons maintenant une machine échangeant du
travail W avec l'extérieur et de I'énergie thermique avec
deux sources (source froide 5; et source chaude 5.

® POINT METHODE
Les transferts énergétiques W, Qy-, Qp sont des grandeurs algébriques « regues » par
le systeme fluide. Si elles sont positives, c'est qu'elles sont effectivement regues par le
systéme ; lorsqu'elles sont négatives, c'est que le transfert correspondant s'effectue
dans le sens systéme fluide — extérieur. Ainsi, W = 0 implique que 'on deit fournir
de I'énergic mécanique & la machine (c'est le cas d"une machine frigorifique), et
W << 0 permet de concevoir des machines fournissant du travail a l'extérieur.

Le fluide décrivant toujours des cycles, il vient ici (pour un cycle) :
{ﬁumc{cfcle] =0=W+Qc+0Q¢

ﬁsm{E}"CIE_] =0-= 5: +0 = Sztmn:e froide) + Szl;mn:t chaude ) +0
Qc Q¢

oo (5 aver 3 > 0.
Te Tg

* Moteur thermique : dans ce cas, il faut que W < 0 ce 4 Qe

u-""rr'-'-rrﬂ

qui impose Q-+ Qp >0 a\-m:%+%:—ﬁ-=:ﬂ -@%

C

le domaine de points figuratifs dans l'espace (Qg, Q) ""3‘* Qs

correspond & la zone hachurée (of. figure ci-contre). e A
'.‘ ﬂ_ )

Une telle machine fonctionnera donc avec . 1 =
Q>0 et Qp <0, cest-d-dire en préle- A = droite d'équation : Q- + .]T'E}F =0
vant de I'énergie thermique & la source :

A" = droite d'é ion =10
chaude et en la restituant a la source froide. = drolte cléquation : Qg + Qp
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I'efficacité est maximale lorsque le cycle est décrit de fagon réversible (o = 0).

1
Epp = (eype, = T.
)
T;
lavaleur de (e, ), est d’autant plus grande que Ty est voisine de T (avec Ty < T ).

Pour la pompe thermique, ce qui nous intéresse ¢'est I'énergie thermique fournie a la
source chaude, d'ol :

_QL' {]L' 1
EF'T = = =
W Qe+ Q Qp
1+ —
Qe
Qr Q¢ Qr. Te TF'IJ
or — % “F = — = - ——
Ty Tg Qe To Qe
. [
Finalement epr = ( TF)+ T.o
Tel (-Q¢)
Te0 . ' o :
la grandeur Q0 est positive, et |'efficacité est encore maximale dans le cadre de la
—Mo

réversibilité (o = 0.

EFTﬂ{t'-P'TJrE\- = —

De méme, (€py), 4, £5t d'autant plus grand que T} est proche de T

ﬂppﬁmn’pn numﬁq“g; {EP'T:JrEI.' - ﬁr soit EEI"T}"'-.- = ]5,4. Pour un méme tra-
1] ===

292
vail utilisé, I'énergie thermique est & peu prés quinze fois plus importante que celle
obtenue par conversion directe de travail en énergie thermique (radiateur électrique).
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Exercice g42

@ Cycle réversible - Cycle irréversible

El.

Un gramme d'air, considéré comme un gaz parfait de P4
masse molaire M = 29 g, decnt le cycle constitué de A
l'adiabatique CA, de [sotherme AB et de [isochore BL.

On prendra: v = 14; T,=T,=T, = 300 K;

Te=T,=155K; R = 831] K- mol-l. 8
1. Le cycle est décrit dans le sens moteur et de fagon c
reversible. Déterminer les échanges énergétiques avec f

l'extérieur pour chacune des transformations, ainsi que
le travail W, et I'énergie thermique Q; requs au cours d'un cycle.

Application numérgue : donner la valeur de W,

2. Le cycle est maintenant décrit en sens inverse, les transformations BA et AC
demeurant réversibles. Pendant lisochore CB, ['air est en contact permanent avec la
source a la température T,.

a. Quelles sont les nouveaux échanges d'énergie 7 Application numérique.

b. Déterminer la création d'entropie o lorsgue le fluide décrit un cycle de transforma-
tions, Application numérique.

Ce ::Iu‘l'] faut saveir

1.

* Cycle motewr - cycle résistant.
* Loi de Laplace des gaz parfaits.

* Premier et second principes.

Ce r:iﬂ."’i] faut cnmPt‘ehdl‘E

i,

1. Un cycle moteur sera décrit dans le sens des aiguilles d'une montre (W, < 0). Les
dchanges énergétique se calculeront en prenant en compte les caractéristiques de chacune
des transformations {adiabatique — Q = 0; isochore — W = 0; isotherme — AU = 0]
et en utilisant le premier principe, la variation d'énergie interne s'exprimant simplement
en fonction de la variation de température (pour un gaz parfait, AU = aC AT ). Pour
Visotherme, la détermination de W s'effectuera par un calcul direct.

2. Le cycle est maintenant décrit en sens inverse, ce qui implique Wi = W, et
Q7 = -y Les échanges énergétiques pour les trois transformations sont simple-
ment changés de signe (AB et AC transformations réversibles décrites en sens opposé).
La création d'entropie (irréversibilité) est en fait associée a la transformation CB,

Solutioh

1. Le cycle proposé devant étre moteur, il est décrit dans le sens rétrograde ;
A=sB—=C—=A
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P
A
B
C
v
On a bien
P A P L PJ!. A
B = B
| C
v v
W(A = B)= __{"Pdvc:u =W, W(C— A)= —j&P:I".-";bI:I =W, W4 = W, +W,<0
] A

Echanges énergétiques associés a chaque transformation
o) fsotherime A — B :
Ona AU = 0 (gaz parfait), et AU = Q5 + W, (premier principe).

RT
Or W, = —=PdV avec P = % = 6W,, = -rlltT,'-j-vE
- VidV v,
d'o: W,z = —nRT, "V = _HRT']“(\TI] (Vag=V, et V, =V,

Exprimons les volumes V| et V, en fonction des températures T et T, des points C et A.
A cet effet, il suffit de traduire que la transformation CA est isentropique, soit :

PVT = constante

PV = V1-1.T = constante.
T constante

; B} v T, =
Dot T,V = T V™! ot 22 = [T']T".
v, Ty

L'expression du travail W,z devient

T \— nk T
LT -"RTLLHHTT;)? I\ﬂwu = ‘TT]T'IH['I_';){D‘

: R T
D'olr: Qg = %T] 1n(T-:]]_
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Exercice 642

B Isochore B — C

Le volume est invariable, et ancun travail n'est échange : Wy = 0.

Vou, d'apriés le premier principe : AU = aC (T,-T,) = Qg+ 0;

soit : Qpe = T"Tﬂlm _T,) (avec C, = % ).

1) Isentropigque C — A :

[l n'y a pas d'échange thermique ce qui implique Q. , = 0, le systéme regoit alors le
travail W défini par { premier principe)

Wey = AU = nC (T, -T,) puisque T =T, e T, = T,.

Finalement Qp, = 0 et W, = ‘f'l_"—Ei{TL_Tu}} 0.

Au total, P'énergie thermique Oy et le travail W « requs » s'expriment par :

ki T|
":*1 = QAH*QH.;+Q¢,‘:‘ ":"1" = E[{Tu—rllilTIlﬂ(T—]}

0

T
Wy = W+ Woe + Wey = | Wy = 2R [{T,—Tﬂ]—T,ln[:—'H

T-1 Ty
On a bien Wy + Qp = 0 (puisque sur un cycle,
AU = 0 = Wy+ 0y ). x-1
[Yautre part, le cycle est effectivement moteur, lnx
\+ est négatif : .
T g r,
nRT T T T.
W, = —'[—[—”-1]+1n(—uﬂ-=:ﬂ- :,r_' -
=1L AT, Ty | %
Application numérique :
= i — ll
M 297
8,31 300
W = 300 = 155) = — || - .
. zgxn,a[{'m 155) 3ﬂﬂln(|55]] Wy = -38]
Commentaires

L'érude précédente doit étre en accord avec le second principe. Le cycle étant décrit de fagon
réversible, nous avons 1 A3, (fluide) =0 =5,+0 (g = 0:réversibilité).
Les échanges thermigues ont lieu lors des transformations AB et BC.
La transformation AB étant isotherme :
|

(5 schunge Y ap = L}%H = %Ju{ T_,:I,J
La transformation BC est isochore réversible, la température de lair évoluant contintiment
des valeurs T, & T, 1 suffit alors d'imaginer que cette dvolution s'effectue en mettant le sys-
téme en contact avec un nombre infini de sources dont les températures s échelonnent entre
T, et T, Ainsi
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{ﬂﬁﬁhnm’}= E_r::::" aveC 'E'Q =dU = nC dT I:EWF .

. dT AR (TadT  nR, (To
D0 BSyiane) = MG, (e = 32701 T = 72107}
On a bien : (Sgnnge)pn + (Sechamge)nc = 0 J

2. 8. Les échanges énergétiques s'effectuent main-
tenant en sens inverse. Les transformations AC et

BA étant réversibles il vient :
Qie = -Qgp =0, et Wi =W,
Qe = ~Qua et Wy, = =Wy,

Pour la transformation isochore CB le travail reste
nul puisque le volume est invariable, et les états C
et B demeurant les mémes nous avons :

Wig =0 et Qi = AU = nC (T, - Ty) = =Qp

Pour le travail total et 'énergie thermique totale :

Wr o= Wi + Wy, + Wi = W, (méme cycle décrit en sens inverse).
Q7 = Qe +Qpa +Qrg = —Qy (pouruncycle Wi +0Qp = 0).
Application numérique: W3 = 38] er Qp = -38].

2. b. Considérons un cycle. La variation d'entropie de Pair correspondant & un cycle
est nulle {méme état initial et méme état final) ;

As =L
Or d'aprés le second principe :
AS = Sﬁhms*‘"'ﬂ i@ : création d'entropie).
Les échanges thermiques se font avec la source thermique i la température T, {trans-
formations CB et BA). D'on :
Q _ Qs *+Qh _Qp _-Wi W
T, T, L T, T

(AS) chunge =

W
Déslors: @ = ——.-
T,

. _ nR T-u] ETl
Finalement g = m[—(l ---T-I +In T_[.]:I

{Cette quantité est bien positive conformément i I'étude faite pour W 4 la question 1.).

(=Wl 38
T, 300
Lirréversibilité se situe dans la transformation CB pour laquelle il y a un transfert ther-

mique entre le systtme fluide dont la température n'est pas constamment égale a celle
de la source thermique avec laquelle elle est en relation.

g = ﬂ.la] : K_l.

Application numérique : @ =
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Exercice g43

Or pour cette transformation, le second principe s'écrit :
Adcy = {Eh'han#]{;u *Oce

AVEC (Sypangelep = {;?Tﬂ {I'échange thermique se produit avec la source de tempéra-
|

ture T, ). D'autre part d’aprés la formule donnant AS pour un gaz parfait :

PuV: P
ASpy = "Culn[ - HI] = "c'w]“('j); (Va=V,)

PV Fe
P o Ty T'L fait V, = V)
el — = — = — (gaz parfait avec = .
P T Ty Az para b ¢
—_ _aR (T
Dob: Ay = ﬁ n(TD)-
Soit une création d'entropie :
Gop = 2R In[L]-{}i_'P— avec  Qip= —R(T, - Ty)
I.'H-'.:r.nl I1-1'| TI I:'I'!-.,r._l I ot

i : . _ onR[(Ta ] [L]
Nous obtenons donc comme il se doit : @, = 'r_-l[[T-. 1|+In T, ]

@ Cycle de Joule

Un kilogramme d"air décrit le cycle thermodynamique suivant :
Gtat A: T, = 300K, Py = 105Pa;  &tatB:T, P, w kP,
état C: T, = 1000 K, P,; étatD: T, Py
transformations AB et CD : adiabatiques réversibles ;
transformations BC et DA : isobares,
Lair est assimilé & un gaz parfait, de capacité calorifique massique & pression cons-
tante C et de rapport y = 1,40.
1. Calculer les valeurs des températures T, et T, pour k = 10,
Donner Uallure du cycle en diagramme de Clapeyron (P en fonction de V).
2. Faire le bilan énergétique du cycle :
- quantités d'énergie thermique échangées ;
- travail total : est-il requ ou fourni ?
De quel type de machine s'agit-il ? Définir et calculer son rendement {ou efficacité).
3. Les échanges thermiques du fluide ont lieu uniquement avec deux sources :
= une source chaude 4T, ;
- une source froide 3 T,.
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1=t

d'oi Ty= T:.lz ¥

Application numérique : T, = 518 K,

P i Diagramme de Clapeyron P = f(V)

Prt B C

I,;I-“ A L¥

=V
2. Pour les transformations adiabatiques, Q, 5 = Qg ,p = 0.

Pour les transformations isobares = AH

1 Ry
avec m= — ¢t O = —.
M L
Déterminons le travail total ; le gaz décrit un cyele :

AL = 0,
Daprés le premier principe, AU = W + (),
Onadonc: W =-Q =-Qy ,r~Qp_.s = e (T + Ty =T, =Ty

+ i POINT COURS

¢ Le cycle est décrit dans le sens rétrograde dans le diagramme de Clapeyron. Le travail
1 total est donc fourni & Pextérieur {W < 0). [Vautre part, aire du cycle correspond i
i

wi.

Il s"agit done d'un moteur dont le rendement p est défini par :
o= quantité utile obtenue
quantité « onéreuse » fournie

Wi

p - -QH—}C-

T!-_TI:I

T.E _T1

T p=1l-

Appﬁmti.crrt numérigue s p = Pa = 0,48,

3. Le cycle étudié n'est pas réversible, les échanges d'"énergie thermique avec les sources
ne I'étant pas (T, # T o)
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.

2. Le fonctionnement irréversible de la machine doit nécessiter un apport de travail élec-
trique plus important pour faire passer la température de la pidce de T, = T_, a4 T,
(W, =W

3. Il faut, par rapport au 1,, modifier le bilan d'énergie relatif 4 la pikce et tenir compte
des échanges thermiques directs entre 'air extérieur et la pidce.

Solution

1. La température de la piéce va évoluer de la température
mitiale T, & la température finale Ty, Au cours d'un cycle
donné, la machine reoit Je travail W, I'énergie thermique
&0 de la source chaude (air extérieur) et 'énergie thermi-
que 8" de la source « froide » (la pikce & refroidir). Son
fonctionnement est du type « machine frigorifique » de
telle sorteque: &W >0 80 >0 e 80 <0.

Sur un cycle, le premier principe s'écrit (AU = 0)

W+ 8Q+8Q" =0 (1)

En supposant de plus que la variation de température (sur un cycle) est suffisamment
faible, le dewxiéme principe prend la forme (cas de la réversibilité) :

a0 EQ’J
0 = (— +—|+0 (2)
T, T \
B8 e E:';b.-hmgr oG = 0

Il reste & traduire que la pidee se refroidit sous leffet du prélévement d'énergie thermi-
que 80", Appliquons-lui le premier principe.

dU{piéce) = CAT = -86Q" (3)
Intégrons ces équations de I'état initial (T = T_ ) al'état final T = T
(1)donne: W+0Q+Q" =0
(3)devient: " = ~C(T-T_)
TEE

(2) se transforme en : §Q = -

TF
CdT=Q = CT,,[ %

¥ - Ti.':li
doti: = -CT_, lH[T—F].
Le travail électrique total 4 fournir a la machine a pour valeur :

T
W, = (T -T,}+ CT“Ln(T—“].
F

i W= CT..|1 Tex | - F
Soul encore , =0 “[ n(T—:]—[ —T_]]

¥ CE

Application rnumdrigue :

298 293

W, =5 ]D-‘x!ﬂﬂ[ln{ﬁ]—(l —ﬁ]]=.~ W = 212k
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+ Le temps T nécessaire pour faire passer la piéce de la température T, & la température

r

W
T est alors : 1:=F'===r1 = B48 5 = 14 min.

2. La machine fonctionne maintenant de fagon irréversible. Reprenons le second prin-
cipe appliqué au fluide décrivant un cycle :

85(fluide) = 0 = &5, + do

cvcle Loy création d'entropie positive
_9Q, 8Q _ 8 50’
Or EE,—T T Soit IJ—T T+Ern

L 3.1 EX

Or Q" = ~CdT (¢ (3)) = Q' = {_chr = (T, - Ty

et 8Q. =T cd_TT_T 5a.

: Ty
Do Q. = CTﬂln[—J -ol,,.

T

£

o est la création dentropie totale traduisant Pirréversibilité de la machine. Il en résulte
un travail électrique W, tel que:

T
W, ==-0-0Q" = -C'[T"—T;]I+CT“L|1[T—“]+GT“.
F

Finalement W,,-W, =T,0

Le travail i fournir est bien minimal (W >0, W, =0 et ¢ > 0 ) dans le cas d'une

Ifr

machine réversible: W, = W_ Et pour une puissance d'alimentation constante
(P = constante }, il faudra plus d.-E temps pour amener la piéce a température. ..

3. Le premier principe appliqué 4 la pigee s'éerit :

dU = CdT = -8Q" + 60Q,. pitce
Ainsi, la nouvelle expression de 50" est : — Y *E
5Q’ = - CdT + h(T,, - T)d. T  3Q 3Q,,
Soit, dans le cas d'un fonctionnement réversible de  8Q, @
la machine : M = machine
= E',F"’ 8Q° L5 soit 80, = - TTEU

2K

De plus {premier principe) : 6W 4+ 8Q_, + 8Q" = 0 pour un cycle.

w _ 0Q., &Q _ & . T,
D'od & = dr 0 T Tde  dr T T Tde (I__'l'"]

a4 P = [1—%) { ‘;T ﬁ(Tﬂ—T}}
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A1

a. Déterminer efficacité n de la pompe a chaleur : on utilisera les valeurs numéri-
gues fournies dans le tableau de données présentd ci-aprés.

b. Faire un bilan d'énergie.
2. Afin d'améliorer Uefficacité de la machine, on modifie ['état final de la transforma-
tion 2 —= 3, En 3, le fluide est désormais dans l'état liquide 4 la température

t" = 40 °C et sous la pression P = 15,2 bars.
Donner la nouvelle valeur du coefficient 1.

Tableau de valeurs :

t(*C) P{bars) hy h, Sy
5 °C 3,6 4,7 157 0,565
60 °C 15,2 61 178 0,552
40 °C 15,2 39 - -

ket h, (enthalpies massigues du liguide de saturation et de la vapeur saturante) en
k1 kg™ ;

5, (entropie massique de la vapeur saturante) en kJ - kg™' - K7 ;

capacité thermique 3 pression constante du gaz fréon {au voisinage de ¢ = 60 °C)
C, = 0,879 k] - kg™ - K-'; 1 bar = 10° Pa,

Ce qu'i] faul savoir

7.

« Machines thermiques,

= Détente isenthalpique.

» Transformation 1sobare.

* Premier principe et écoulements.

Ce qu'i] faul comprendte

1. La pompe a chaleur préléve une énergie thermique () 4 la source froide (ici 'air exté-
rieur), fournit |"énergie thermique Q° 4 la source chaude (la maison) et absorbe un tra-

vail W au niveau du compresseur. Lefficacité de la machine est définie par 1 = % - La

détermination des grandeurs énergétiques (7 el W peut s'effectuer par la connaissance
des enthalpies massiques h,, hy et hy. Les valeurs de h, et ki, se lisent directement sur le
tableaw, il reste donc a calculer b, et par la-méme la température ¢, du fluide dans cet
état. U'évaluation de t se fera en déterminant la variation d'entropie entre les états
(r;, P} et (r,, ;) et en se rappelant que la compression est isentropique.

2. Dans la deuxiéme question, le passage dans le condenseur s'effectue avec un refroi-
dissement supplémentaire (¢, = 60 °C — 1" = 40°C) ce qui augmente la valeur de
'énergie thermique transtérée 4 la maison. Le travail nécessaire restant inchangé (les
états 1 et 2 sont les mémes}, 'efhicacité de la machine s'en trouvera améliorée.

Chapitre 6 - Thermodynamique @T
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13. So]ution

1. a. Nous avons représente ci-contre sur undia- p g

gramme (B, V) le cycle décrit par le fluide (cycle 3,7 2
rapporté par exemple a l'unité de masse de fréon), " T '_m

* | = 2 correspond & la compression adiabatique L _ ‘;'i )
réversible, le compresseur recevant un travail ;4 (e
extérieur W (par kg de fréon}.

+ 2 = 3 est une transformation isobare 5" effectuant
dans le condenseur qui absorbe 'énergie thermique Q° prise au fluide (par kg de fréon),

* 3 = 4 est une détente isenthalpique oli le fréon se vaporise en partie ; le titre en masse
de fréon liquide passe de la valeur x = 1 & une valeur 0 < x < 1. Cette transforma-
tion s'effectue sans échanges d'énergie thermique et de travail avec 'extérieur.
+ 4 =3 | est une transformation isobare s’effectuant dans "évaporateur. Un kg de fréon
préléve une énergie thermique ( = 0 & 'air extérieur (source froide).
Lefficacité est définte par :

_ énergie utile fournie

~ énergie dépensée

Soit encore 1) = Q_ Q=3 (1

W W[l = 2)

& Travail W fourni 4 la machine (pour 1 kg de fréon) :

Le premier principe appliqué au compresseur et dans le cadre des écoulements s'écrit :
AH = W,

Do W = hy=h, = by, P)=hit,.P) (2)

oi k (¢, P} représente "enthalpie massique de la vapeur dans I'état ¢ (température en

degré Celsius) et P (pression en bar).

Ona h(5;3,6) = 157 k] - kg™' (¢f. tableau). La détermination de h, = (¢}, 15,2)

passe par celle de 1) ; a cet effet, il faut traduire que la compression est adiabatique et

réversible, et dong isentropique :

s(15,P,) = (e, P) (3)

les données nous permettent de connaitre s(f,, P,) = 0,565 k] - kg™ - K-/

et s(1,, Py) = 0,552 k] - kg~' - K- avec 1, = 60 °C.

Faisons alors I'hypothése que 5 est suffisamment proche de t;, pour que l'on puisse

considérer que la capacité thermique C, du gaz est constante (et égale a

C, = 0,879kl - kg™ - K" Jsur l'intervalle de températures [1,, 13 |. Déslors, en assi-

milant la vapeur 4 un gaz parfait :

[

T #
As = CPIH(T—Z] = 5(£}, Py) - (1. Py).

C

Dou d'aprés (3): T; = Tzﬂp{
P

s(t,, Py)—s(ts, PE]I}
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Ce qui était évident puisque AH{3 =4 = 1) = AH{3 = 4) + AH(4;1).
r—  —t

o
Application numérigue ;

Q= 157-61 = %6kl -kg! x = 0,63
Ona W+ Q+(-0Q") = 0 cequi est bien entendu conforme & AH{cycle) = 0.

2. Pour ce nouveau cycle, seuls les états 3 et 4 py

sont modifiés, 1l en résulte que W garde la méme 3 ,7N 2

valeur. P ==

Qruant & OQ°, il vaut désormais : Pyl - _:.D‘

Q" = (k) —hy) = h(th, P) = hy (1, P,). L
Doh: W = 25,4 k] - kg ! >

Q' = 182-39= Q" = 143 k] - kg .
143

. s Q0 143 _
Soit une efhcacité n = W " 154 = 1 = 56

@ Moteur Diesel

Un moteur & combustion interne du type Diesel fonctionne selon le principe idéalisé
suivant :

= 1% temps : soupape d'admission ouverte, soupape d'échappement fermée, de L'air
est admis dans le cylindre dans les conditions de température et de pression T, et P,.
Le volume maximal du cylindre est V..

- 2% temps : soupapes fermées, air est comprimé isentropiquement de ['état
(T, P V) @ létat (T,, P, V).

- 3® temps : soupapes fermées, le combustible est introduit, ce qui produit une com-
bustion isobare jusqu'd un volume V; (état T:,V; , P,) suivie d'une détente isen-
tropique jusqu'a Uétat (T,, V,, Ps).

- 4 temps : soupape d'admission fermée, la soupape d'échappement s'ouvre, ce qui pro-
vogque une brusque chute de pression (T,, Py) = (T,, P}, le piston restant immobile.
Puis les gaz sont évacués.

Pour plus de simplicité, on considérera un seul cylindre dont le volume offert varie
entre les valeurs V, et V,. On donne :

* la cylindrée : V, -V, = 1769 cm?;
1)
* |g rapport volumétrique : « = fl = 23;
i
* la consommation ¢ = 5,2 litres aux 100 km & vitesse stabilisée V,, = 120 km - h-!
{correspondant & 4 600 tours par minute) ;
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* le carburant est du gazole de masse volumique p = 800 kg- m~ et de pouvair
thermique K = 45 k] - g-*;

s on prendra P, = 10° Pa, et on négligera les variations de composition chimique
du fluide que l'on assimile 4 un gaz parfait avec v = 1,4,

]
1. On note i = v—} le rapport de détente. Exprimer le rendement théorique 1 du
2

moteur Diesel en fonction des températures T,, T,, T; et T;, puis en fonction des
coefficients o, [ et .
2. Donner U'expression définissant le rapport de détente [} en fonction du rapport

volumétrique o du coefficient y et de la quantité %r {0 représentant ['énergie
1%1

thermique dégagée par la combustion pour un cycle. En déduire les valeurs numéri-

ques de @, B et 1.

Déterminer la puissance du moteur dans les conditions précisées par cette étude.

Ce q_‘u*ﬂ fault saveir

E1.

= Premier principe.
= Machines thermiques.
* Loi de Laplace.

Ce q‘u‘ﬂ faut r.'nm}:r‘r'en:ft‘e

.

Le rendement 1 du moteur est défini par le rapport du travail W produit a 'énergie
thermique Q résultant de la combustion (W et ) sont calculés pour un cycle).

() est associé 4 une transformation isobare et s'identifie donc 4 AH.
Pour déterminer [3, il faut connaitre V3.

Selution

1. Considérons le systéme formé par la massede  py
Huide décrivant le cycle ABCD :

* compression iscntropique AD ; P, | A
» combustion isobare BC qui fournit I'énergie

thermique () {cette phase constitue I"équivalent
de la source chaude) ;

* détente isentropique CD ;
» transformation isochore DA, le fluide libérant
I'énergie thermique Q" (pendant cette phase, le

piston reste immobile et ne développe donc
aucun travail).
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ViV WV .
Nousavons r = — = ~—= . = = = soit:

1|'Ir]‘ ||"l! 1',1 ﬂ

=20 = -0
n=t 'rcr'il-r]= n=1 yar-Yr-1) ,,...j
, PV, BV, T;
2..Q = #Cy(T} = Ty) avee = = -4 soit V) = uz-[T—z).
D’autre part, le nombre de moles de fluide (essentiellement de 'air...) est donné par
la relation d arfaits : JPVa R
a relation des gaz parfaits : ::-.H—Tz_ RT,
.. Vi Vo Ty UV, Q
Dol v v ln) = {en)
Or nCPT, ""[TTTRJTJ = %HRTI = %PIUI
. o LS
Sﬂlt = =1 -
]-i T_ IT' ':' ﬂl 1 T_ I |..':- D
l 4 ———— + o
Y TPV, ¥ PV,

Calculons alors I'énergie thermique produite par la combustion. Une consommation
de ¢ litres d'essence pour 100 km associée & une vitesse stabilisée de V, km par heure
correspond i l'utilisation d'une masse m d'essence par seconde définie par:

m o= X (chﬂ]x 1077 1. (g caril = 10-* m¥)
",F 100, 300 |’ :

masse valumigue |_|. valume d'essence par seconde

Le moteur effectuant N' tours par seconde (soit N = 60N" tours par minute), la
durée d'un cycle est de Ar = I%_’ (2 tours par cycle).
Soit une masse m_d'essence pour un cycle telle que :

M, = - Al = E-:EE
¢ PW “ 100 3600
L'énergie thermique dégagée par la combustion devient (K représentant le pouveir
. 2 x 60 103
thermique du carburant) : Q = Km_=0Q = KTuc"-"“j&m-
Application numérique: K = 45 10* k] - kg,
2 % 60 120 103
- . 3 = - o= = = .
Qu = 45 107X o XBO0 X 52X oo X 3o = Q = 1,63 K]
PV, = 1%V, avec v = V, = 1849 cm?
—= 23
d'ol PV, =185 )
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0,4 x 1630

L] = 7 _':'-'1‘
p 13[1 M b4 = 185

]_I = [ = 134.

(23)- 14— (13,4)*
LA((23y ' = (13, 4)71)

* Rendement théorique:m = 1 - =» T = 0,68,

6Q

* La puissance théorique est reliée a la consommation thermique par seconde (—

ot
par la relation & = ﬂ%—?.

5Q TR U | 3
Or -EF-Km-H.pL_!m 3 600 Soit ® = nKm

-3
MEW) = 0,68 =45 107 = B00 = 5,2 = 1.21% = P = 42 kW.

Commentaires

* Comme le moteur & explosion du type « Beaw de Rochas s, le moteur Diesel est on moteur
a combustion interne. Mais lallumage est réalisé par une compression élevée de [air seul.
L'injection du carburant dans le cylindre débute donc i la fin de cette phase de compression
et assure une combustion (température élevée de 'air) qui s'effectue & peu prés & pression
constante. Il permet Puatilisation de sous praduits du raffinage du pétrole et le taux de com-

W
pression o = RTI peut étre plus élevé que dans un moteur  explosion (i n'y a pas de risque

de pré-allumage...).
* Le rendement théorique associé au cycle diesel peut encore s'écrire :
1 Fi=1 vy
= —_—— | ——— = = = .
n=1 yar-| (r-ljl off v, |
Le rendement — & Y donné et rapport volométrique O fixé - augmente lorsque r diminue.

- l ' .
D plus, pour comparer ce rendement d celuin’ = 1 - o d'un moteur i explosion, on

1 . =1
ar-i Tk A ERY) = o

i penser que 1 < 1 ;cependant il faut noter que le rapport volumétrique pour un moteur
Diesel est supérieur & celui du moteur 4 explosion (typiquement de 'ordre de 22 au lieu de
9), ce qui implique un rendement en général supérieur 4 celui du moteur & allomage

Comsmle, |

pourrait remarquer que i = 1 -

> 1. Ceci laisserait

@3} Moteur avec sources a températures variables

Un moteur thermigue fonctionne 3 partir de dewx « sources » d'énergie thermique, de
meme capacité thermique C et dont les températures imhiales sont T, et T,, {avec
Toq = Typ ). On notera Wy le travail fourni & 'extérieur.

1. Déterminer les valeurs minimale et maximale de W,;.
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2. Donner Uexpression reliant le travail fourni & la création totale d'entropie . Quelle
est la valeur maximale de L ?

3. a. Définir le rendement 1 d'un tel moteur. Montrer que U'on a Mg, = 71 = M -
et préciser les valeurs extrémales de 1 en fonction de T,, et Ty,
Calculer ses valeurs pour T, = 300 K et Ty, = 400 K.

b. On suppose que sur un cycle élémentaire, les vanations des températures T, et T,
des deux « sources » restent trés faibles. On note (T, T,) le rendement d'un cycle
de Carnot moteur travaillant sur des sources thermiques de températures constantes
Ggales d T, et T,. Quel lien peut-on faire entre m_,, et n(T;)7?

Solution

1. La machine doit fournir du travail a 'extérieur. On a donc W= 0, et la valeur la
plus petite de W, est évidemment zéro,

+ La valeur maximale doit correspondre au cas de la réversibilité (pas de création
d’entropie). Dans ces conditions, le premier et le second principe donnent (pour un
cycle élémentaire) :

(-5W)+8Q,+8Q, =8U =0 (1)

55 = 0= 22,5, )
T_] Tl T
fa =0

6U = 0 et 85 = 0 car le fluide décrit un cycle au sein
de la machine ; d'autre part, la réversibilité implique
g = 0.

Appliquons le premier principe aux deux corps dont
I'#tat ne dépend que de la température :

dUL = -E“Ql = E’dTl el dUl = C’dTl - _E'Qlu
La machine fonctionnant en motewr thermique, on doit
avoir 8, = 0 (de I'énergie thermique est prélevée a la W,=0

« source » chaude) et 5Q, < 0 (de I'"énergie thermique

est restituée 4 la wsource» froide). €, voit donc sa température diminuer
(6Q,>0=dT,<0) et €, augmenter (6Q, < 0=+dT, > 0). Les processus
d'échange énergétique cesseront dés que les températures de €, et €, seront égales
(soit Tycette température), Dés lors

ql = -{:{T[-Tlﬁj et QE = -{:{T[-TJI}J'

Soit en intégrant la relation (1) :

Wy=0Q,+Q, =W, = C(T;y+T,)-2CT; (3}

Il reste a déterminer T, ce qui peut se faire & Iaide de (2) qui s'écrit ;

dT, _dT, dT, dT,
-C=-C! T

T, ¢F =0

=0 (4)
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_ TodT, T dT,
Soll encone ’[T..: T_| + }‘T_.. T__! =

T

T
Moo In[—']+ ln[—'J =0=T; = [T ,;Ts.
Tia T:ﬂ

Reportant cette expression de la température finale dans Mexpression (3) du travail,

nous obtenons : T T
#+
D'od:

(Wi e = c:[{ JT) + (Tl - z..meJT_m] = (We, = ClJfTun-JTe)
Lintervalle des valeurs possibles du travail fourni est alors -
0=W;= 'C[ Ty~ -q'lTlll]_

2. On se place maintenant dans un cas ot la machine ne fonctionne pas de fagon réver-
sible. L'expression du second principe prend alors la forme

]
0= —_I{_}-E + % +80 (80 > 0: création d’entropie pour un cycle).
¥ 1
Soit,avec  8Q, = -CdT, et 8Q, = -CdT, :
dr, _dT,
":T—I ':T_z = B,

Intégrons cette équation entre U'état initial (T, T, ) et I'état final (T, T;):

C

+dT -dT
T e IEG I (par définition).

T, T

- Ty Ti| X c E
y il i - =
Dod  In| Tm] [Tm] c = | T/ = JT l‘mexp[lc}

Le travail fourni par le moteur thermigue devient :
W= Cl{T,+ Tyl =2T/| (expression équivalente i (3]).

: = )2
-S'I:l“. “ [[T ITi! + T.El:l:l - E TI'D‘TM'EIP(EC}]

La valeur maximale de la création d’entropie E doit correspondre au cas limite ot
aucun travail n'est fourni a l'extérieur (W, = 0).

Soit T = ECIn[—

on retrouve bien que W est maximal pour £ = 0 (puisque E = 0 ) ce qui correspond
au cas de la réversibilité.
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Apph'mrr'mr Mg ;

||3'[H]
= ]= |— = = T = .
M s ] 00 013 =0 n 0,13

3. b. Revenons au cas d'une évolution réversible (1 =1, ). Les températures des
deux « sources » évoluent selon :

T, Ty, = T\ Ty (of équation (4). intégrée entre les états [T, Tyy) et [T, T,] )
On suppose que sur un cycle élémentaire, les variations des températures T, et T, sont
suffisamment faibles pour que I'on puisse assimiler le rendement du moteur thermi-
que a celui d'une machine de Carnot. On a donc ;

Wl I-'[ll. Tll:lT.!'I:I
—— = T = | == = | = ;

Pour définir le rendement global, nous écrivons :

Wy = [8W, = [n(T,)8Q,, avec 8Q, = ~CdT,.

Ty T;
Dol W, = —{:L NAT,)dT, et Q, = 'CL dT, ot Ty = JT Ty
b hi]

.
w, oo,
Q;

Finalement MNonax = =
dT,

Ty

Le rendement global s'identifie & la valeur moyenne du rendement de Carnot 1, (T,)
sur lintervalle [T, Ty= JT; Tol ¢ [N = <nAT,)=

Il est dong « bien » inférieur & N_{T,) = 1 - T—m = 0,25.
20

@F) Réfrigérateur et pompe a chaleur imparfaits

T'I

1. Uefficacité e d'un réfrigérateur non parfait prend la forme ¢ = T
e— 1

chaude T,, source froide T,).

* Donner, a 'aide darguments simples, le domaine des valeurs possibles du coeffi-
cient k. On pourra comparer cette efficacité a l'efficacité théorique d'un réfrigérateur
parfait fonctionnant entre ces mémes températures.

* Calculer en fonction de k, T, et T, la valeur de la création d'entropie pour une unité
de travail électrique fourni.
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Exercice 648

Remarquons que W, Q et ¢ sont définis positifs f
de telle sorte que T, = T,. Cea implique par
ailleurs k = 1, la création d'entropie O éant  — |--eeeees
elle-méme positive,

La création d'entropie varie donc entre la valeur
minimale ¢_. = 0 (cas de la réversibilité) et

. W
la valewr maximale o, = T—; (Q=0).
* Comparons enfin les variations d'entropie des sources :

—~I'entropie « enlevée » i la source froide est AS, = ,% (A5, = 0);
|

— l'entropie « restituée » i la source chaude est AS, = %— (A5, = 0).
2
Q Q 1 1
l:] o == = < = - =
roe= T-a- T kﬂ_l
Q T

Q_,.L . Q _ .9
Onadonc: = = k= soitencore =- = k=
Q T, T, T,
le coefficient k représente le rapport entre I'entropie fournie 4 la source chaude et

I'entropic prélevée a la source froide

AS,

k“as,

[

Dans le cas de la réversibilité, il vient A5, = AS, (TE - % = {l} et k = 1. Pourune

(R
transformation irréversible, nous aurions : AS, = AS; +9 = (.

Soit A5, = AS, (o=0), etk =l
QW

Dans la configuration limite ol AS| < 0, k = +o0 el @ = A5, avec AS, = =T
(puisque @ = D et W+ Q-Q" = 0). o

Cormmientaires

T,
kT =T,
I'efficacité d'une machine frigorifique parfaite qui fonctionnerait avec la méme source
froide (T,) et une source chaude de température Ty = kT, plus Sevée (k> 1), ce qui
implique automatiquement une moins bonne efficacité.
* [Fune autre maniére, on peut s'intéresser, dans le cas de la machine frigorifique, aux éner-
gies thermigues prises i la source froide = pour un travail électrique donné W - dans le cas
de la réversibilité et de lireéversibilivé :
T, T,

| * Pour le réfrigérateur non parfait, I'expression ¢ =

peut s'interpréter comme

Q. T,-T, (k= 1)T, aT,
- B =s——= ]
'::'!lh lk-l-!_]_1 kr:_ rI w
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- aTl,
- o - (1)
. ; -~ . : ; W
(Uefficacité minimale est bien associde a Q) = 0 soitd o = 0, = T (& W fixé).) |
3

2, La pompe i chaleur fonctionne sur le méme principe que la machine frigorifique,
la grandeur intéressante étant maintenant I'énergie thermique Q' fournie & la source

chaude, L'efficacité sera définie par e = %

Elle sera maximale pour un fonctionnement réversible. Quant 4 la valeur minimale de
¢, elle doit correspondre & une conversion directe de I'énergie électrique W en énergie
thermique Q' (Q = 0; la pompe i chaleur devient un simple radiateur électrique !}.
MNous aurons donc :

s ¢ . o= | {W:Qiﬁ[}:ﬂj.

Ll

* €., pour W+Q-0Q"=0 (1 principe)

0= 9_9 .9 (2% principe et réversibilité @ = 0 ).

T, T,
. L A o A B T,
Soit e, W o-a- —q 1_E::rn:,m-,I,——z__lI
Q’ T,
ce qui donne lﬁ?fé.r IT
- |

D'une maniére analogue & ce qui a été fait pour la machine frigorifique, on définira un
ceefficient k” tel que :
entropie prélevée i la source froide _ A5,

k' = =
entropie fournie a la source chaude A5,

De telle sorte que &' = (%)(%ﬁ] = {%% [&5, =1E; et AS, = g]

Dol 'expression de Pefficacité | puisque e = L.

Q
I-=
Q
l T,
g = =|le= —
ol W VT

Ty
. ¢ TE‘
Dans le cas de la réversibilité, AS, = A5, et k&' = | (e = —-—J
T, -T,
Et pour une transformation irréversible :

AS —AS,+a =0 soit AS, = AS et k< L.

Chapitre & - Thermadynamigue @1
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Exarcice sag

A la limite of AS, =20 (W=, kK=l ecta— ,.1;_‘1’ ce qui donne icl
i

D=k =1

* Le lien entre la création d'entropie @ (pour une énergie électrique donnée W) &', T,
et T, s'obtient de la méme fagon que pour la machine frigorifique.

f iF
G = AS,-AS, = AS,(1-K) = Z(1-K). b
T, 1
or e=X doi:o = (1-k)eX h
oW T T,
Soit en remplagant ¢ par sa valeur :
a 1-k' =
_— k
W = T,-&T, '
Commentaire
T
On peut également noter ¢ = T 11.. avec T} = k'T,, cequi correspondrait & I'efficacité
= &

d'une pompe i chaleur parfaite fonctionnant avec une source froide de température

-

2. b. « Pour un chauffage a l'aide des radiateurs électriques, la puissance électrique est
convertie directement en puissance thermique laquelle doit compenser exactement les
pertes. On a done

T, T
T; < T, occasionnant une efficacité plus faible [r - T _‘TI. = T, —1T|]r

I?l‘ldi:ﬂluﬂﬂtﬂriqm = 10 kW.

* Pour la pompe a chaleur :
QP P dési ) _ ,
€= = = ol désigne la puissance électrique de la pompe et P4 = 10 kW

{méme raison que ci-dessus}). ol :
i g T,-k'T
ik [ F 1
e e T
Nous avons T, = 292 K (la maison est la source chaude) et T, = 275 K (Iair exté-
rieur constitue la source froide). De plus, 'imperfection de la pompe (irréversibilité
partielle} impose k* = 0.8 (k" différent de 1), d'oir

292 - 0,8 x 275
292

{ce qui correspond & une ethcacité de 4,1 - Uefhicacité maximale pour les mémes tem-
pératures T, et T, étant égale 4 17.2... ).

Few = 10

= Pponpe = 25 kW
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@ Moteur a explosion

Un moteur 3 explosion fonctionne selon le « cycle de Beau de Rochas », cycle idéalisé
défini de la fagon suivante :

- 1% temps : soupape d'admission ouverte, soupape d'échappement fermée, le
mélange (air + essence) est admis dans le cylindre de volume maximal V, (conditions
Tj et P:|} '

- 2* temps : soupapes fermées, le mélange est comprimé isentropiquement jusqu'a
létat (P, V,, T,) pour lequel se produit l'explosion (augmentation brusque de la
pression jusqu'd P; a volume constant, le fluide passant dans l'état (P, V,, T3):

- 3* temps : soupapes fermées, les produits de combustion se détendent de fagon
isentropique, le volume du cylindre redevenant V, (état P, V,, T,) ;

- 4% temps : ouverture de la soupape d'échappement ce qui conduit & une variation
brusque de la pression sans déplacement de piston (P, Ty — Py, T,) suivie de l'éva-
cuation des gaz brulés.

Pour simplifier, on prendra un seul cylindre dont le volume offert varie entre les valeurs
extrémales V, et V,. Le mélange sera considéré de compesition « invariable » avec des
capacités thermiques molaires {, et C, constantes (indépendantes de T et F). On donne :

* la cylindrée : VW, -V, = 1124 cm?;
) L
= le rapport volumétrigue : o = \TI = 9,4:
2
* |e carburant a une masse volumique p = 720 kg - m~* et son pouvoir thermique
est K = 48 k) g1;

* consommation ¢ = 5,9 litres aux 100 km & vitesse stabilisée V,, = 120 km - h-1
(correspondant 3 N = 5 600 tours par minute).

On prendra P, = 10° Pa et y = 1,35. les gaz seront considérés comme parfaits.

1. a, Exprimer le rendement théorigue 1) du moteur 3 explosion en fonction notam-
ment des températures T,, T,, T; et T,, puis en fonction des coefficients o et y. Don-
ner la valeur numérigue de n.

b. Commenter lexpression de 1 en fonction des valeurs de y et du rapport volumétnigue o.
Que pensez-vous de la modélisation adoptée pour le cycle 7

2. Déterminer la puissance théorique @ délivrée par le moteur. On exprimera cette
puissance en fonction de ¢, V,, K, petn.

Application numénque.

3. Définir complétement ['état du fluide en chaque point caractéristique du cycle en
précisant les valeurs des températures T,, T; et T, et des pressions P,, P; et P,
sachant que T, = 350 K.

Chapitre & - Thermadynamigue 6-‘3
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libl'

Commentaire

E Le moteur i explosion est un moteur i combustion interne (comme le moteur Diesel) pour
lequel I'alluimage {provoqué par une étincelle : bougie électrique) engendre un fort accrois-
serment de pression : dans le cycle théorique, la combustion est considéréde comme instanta-
née s"effectuant & volume fixé (dans le moteur Diesel, le combustible s'enflamme a pression
constante, la réaction étant provoquée par 'échauffement de "air accompagnant une forte
COMMpPression ).

* Le rendement théorique du cycle associé ne dépend que de y et du rapport volumé-

. v,
tnque ¢ = "'Tz
On peut considérer que pour le mélange, ¥ est compris entre les valeurs 1,3 et 1,4 (la
valeur ¥ = 1,40 n'est valable que pour les gaz parfaits diatomiques). Donnons quel-
ques valeurs de ce rendement (thermique) théorique pour différentes valeurs de o2 :

y G 8 y 10
1.3 0,46 0,48 0,50 | 1= 1-—
-1

14 0,56 0,58 0,60

On constate qu'une valeur plus faible de y abaisse celle du rendement thermique.
D'autre part, ce rendement est une fonction croissante du rapport volumétrique o (3
¥ fixé). Cependant, un taux de compression trop élevé du mélange pourrait provoquer
une détonation (phénoméne de cliquetis associé i la désintégration de certains hydro-
carbures), voire un allumage prématuré. On mesure la résistance i la détonation d'un
carburant par son indice d'octane... On atteint les valeurs de o« de 'ordre de 9 4 10
dans les moteurs actuels d"automaobile avec un carburant d'indice d'octane 98.

* Soulignons que le diagramme proposé ne représente qu'une idéalisation du cycle du
moteur & quatre temps.

P k

=
i
1
1
i
L]
L]

ftincelle —p A—— guverture soupape
d'échappement
I 1A
; N
v, v, v

Chapitre 6 - Thermodynamique
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— Les compression et détente ne sont pas isentropiques (les parois du cylindre cédent
de I'énergie thermique au mélange pendant la phase de compression et en recoivent de
la part des gaz de combustion pendant la phase de détente : ceci a pour effet de dimi-
nuer les performances du moteur ).

— La combustion n'est pas instantanée et ne se fait pas exactement i volume constant
(on réalise une avance a allumage, c'est-a-dire que I'étincelle est produite avant que
le piston n'atteigne son point haut, afin d'obtenir une combustion compléte et une élé-
vation de pression aussi dlevée que possible).

- Le fonctionnement théorique des soupapes impliquerait un travail récupéré pendant
la phase d’admission compensant exactement celul utilisé pour évacuer les gaz brulés
(trajets | = A et A — 1). En réalité, 'ouverture et la fermeture des soupapes n'ont
pas liew exactement lorsque le piston atteint ses niveaux haut et bas. De plus, il s'établit
une dépression pendant I"admission et une suppression pendant I'échappement, la
boucle correspondante | INALI représentant alors une perte de travail utile.

2. La puissance théorique développée par le moteur, dans les conditions de P'énoncé,
peut étre calculée a partir du travail AW pendant une durée At Il lui correspond une
énergie thermique AQ produite par la combustion.
: AW AW
H’ F : -::Ip - . - s
Ous Avons 7y Ave n 30
AQ
At
Or, pendant At, le moteur absorbe une masse Am de carburant telle que :

Soit & =1

Am = HEM ([ : masse volumique ;  Av: volume).

Le moteur consomme ¢« 107 m* tous les 100 km a vitesse stabilisée V,, (km - h-1),
Pendant le temps At (en heures), le véhicule parcourt la distance o = V, - At (d en
km) et consomme done un volume Av {en m*) de carburant tel que :

AUmY) = ¢ 107 % 22
m-) = ¢ R
‘ 100

Yoi m[m h=1y = ¢(L)- 10 ™

. Av €V 107
Soit encore = e m -3

1o~

et Am = Smﬂc-\-'“-p-m,
K désignant le pouvoir thermique du carburant, il vient : AQ = KAm.
- o Am _10°®
Yo f—ﬂﬁmﬁ ?—mfvﬂuﬁﬂ

Dans cette relation, ¢ est en litres/100 km, V enkm - h™ penkg-m et Ken kI - kg™ :

& s'exprime alors en kW,



Application numérique :

107 I .
P = 3 x59x 121 {g:“mxsj"“ﬂ"”““ 10

ot Kl = 48%720% 10 k] = = 37kW.

3. « Pour I'isentropique A — B, nousavions T, = T a¥-L

Doy T, = 350x(94)"% =T, = 767 K.

D'autre part, P,V] = P,V] et P, = P’ = P, = 20,6 10° Pa.
* Pour |'isochore B — C :

0= nCAT;-T,) avec Q = %mf}qm ol (Af) g, = 2- %}

Un cycle correspond en effet a deux tours de arbre du moteur qui effectue N tours par
minute.

Commentaire

I Chaque tour du vilebrequin est associé b deux courses du piston {une dans chaque sens).
Adnsi, pour un moteur & quatre temps, le cpcle thermodynamique est décrit pendant deux
tours du vilebrequin (et donc de Parbre du moteur), ce qui correspond 3 quatre courses du
piston (of Agure ci-dessous)

Hl‘
SA SE
\op
B arbre
N v )
fin daspiration fin de compression fin de détente fin d'échappement

B:bielle; Viwvilebrequin ;

SA : spupape d'admission ;  SE : soupape d'échappement ;

I : piston ;

B’ : bougie.

Le travail n'est produit que pendant un guart de cycle, il est donc nécessaire d’assurer un
mouvement régulier du piston ce qui est réalisé plus facilement en associant plusieurs cylin-
dres (4, 6, 8...) sur un méme vilehrequin de forme appropride...

v - Q = q - . - = R .
Doin T, =T,+ nC. TI+H——H(T 1) avec C, y—1
. PV i e Po60-2
Yautre part n—R—TLmJt. TI—T;+{T—]}T,H—_W=:~T=_1]EEK.

V, se détermine 4 I'aide du rapport volumétrique o et de la cylindrée :

¥
V,=V; =1124cm* et v—‘ = 904=V, = 1258 cm?,
2
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Exercice 5o

P, P
I lui correspond une pression P telle que T_E = T—j =P, = 587 10° Pa.
. F
* Pour l'isentropique € — D, il vient (¢f A = B):

T = Ty soit T, =Tia' 7 e T, = 97K

PV = VI, soit Py = PhocY et Py = 2,85 10° Pa.

@l Réfrigérateur a absorption

On sait réaliser des réfrigérateurs - dits « a absorption » - qui ne nécessitent pas de
moteur (comme source de travail mécamgue...). Ils extraient une énergie thermique
0, de la source froide 3 la température T, (effet frigorifique) et regoivent une énergie
thermique (; d'une source auxiliaire & T,. Ils échangent également de ['énergie ther-
mique avec air ambiant 3 T, (T, =T, = T,).

1. Montrer qu'un tel appareil est thermodynamiquement possible si une condition sur
0, Q; et les températures est réalisée.

2. Définir l'efficacité de ce type de réfrigérateur, et montrer que celle-ci reste infé-
rieure a une valeur que l'on exprimera en fonction des seules températures.

Application numénque : T, = 265K; T, = 300K; T, = 400K

3. Comparer avec Uefficacité d'un réfrigérateur classique fonctionnant avec deux
sources thermiques (T, et T,).

1 So]ution

1. Notons — pour un temps de fonctionnement donné ;

(), la quantité d’énergie thermique regue de la source auxiliaire i la température T4 (Q,
g5l une quantité positive) ;

(0, la quantité d"énergie thermique reque de la source froide a la température T, (),
quantité positive) ;

), la quantité d'énergie thermique « prélevée » i 'air ambiant 4 T, (Q, de signe
inconnu au départ. .. ).

La machine avanl par hypothése un fonctionnement cyclique, le premier principe
impose :

dl'l"'.l-'.'m.h.- ={]E:'Q|+Q1+Q\ = ¢ar W = ().
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(3, et Oy étant positives, il vient :
Q; = _Q]_Q_}{{'-

T
D'od le schéma ci-contre des échanges N |Q21
d'énergic du fluide évoluant dans la Q, T
machine. T,
D’aprés le second principe appliqué au Q,
systéme { machine + sources } : T
1

ﬂl'E"'rvruvrrhl-wl'la: + msmuﬁtl = 0.

L'égalité correspond au cas des évolutions réversibles.
(-Q,)  (=Qy) Q4
wine = 0 [eycle) et done + — & =0
it TI T]. -1--2
soit, en éliminant |Q,| = -Q, :
(-Q,) N (-Q,) . Q,+Q, -
T, T, T,

Uz -7) olg-7)>

le second terme de cette somme est positif [TjI > T, entraine Tl < Tl]' mais le pre-
3 2

mier terme est négatif (T, << T,...) : pour que le résultat soit effectivernent positif, il

Iei AS

0

suffit que la quantité d'énergie thermique apportée au fluide depuis la source auxiliaire
soit suffisamment grande.,
Exprimé autrement, il faut, pour enlever une quantité d'énergie thermique Q, a la

source froide, fournir depuis la source auxiliaire une énergie thermique supérieure &
une valeur minimale :

T, T,
Q_;EEQ]' I 1 “]’
T, T,

2. A partir de ce qui précéde, l'efficacité de ce type d'appareil se définit de fagon natu-
relle par :

-3
Q

ce qui correspond bien & la notion générale d'efficacité

n

quantité utile obtenue
quantité « onéreuse » fournie

'|"|=

les échanges avec air ambiant étant considérés comme totalement gratuits. ..

Exercice sso
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Exercice as

En utilisant la condition (1), on obtient pourn :

1_1

DI TE T‘l

= — .

1 Q 1_1

TI Tl

soit TI':T.! = T::}
T!-{TE_TI}

On vérifie naturellement que 'efficacité maximale correspond au fonctionnement
réversible,

Application numérigue :
Avec les valeurs données, | 1= 1.9

3. Comparons cette efficacité i celle d'un réfrigérateur classique fonctionnant entre
une source froide a la température T, et une source chaude i la température T,

] T] woa s ¥
n ‘-EETI_TI soit ic | Ny o= 7,57 ; ; .
Drans le cas de transformations réversibles, n = T "ITL[I - T—,i] = 1" (| - 'F:J
Donca T, et T, fixés, | 1 <=n" | pour toute valeur de T, (que 'on a intérét & prendre la
plus dlevée possible).

Comirietaire

Ew L'emploi d'un tel réfrigérateur se justifie quand on ne dispose pas de source de travail W
(pas d'alimentation électrique) ou lorsqu'on recherche un fonctionnement parfaitement
silencieux {pas besoin de moleur),

@3 Centrale électrique nucléaire

Une centrale nucléaire produit de Uélectricité par lintermédiaire d'un alternateur cou-
plé aux turbines & vapeur T, et T,. Le fluide caloporteur est de U'eau. A la sortie des
turbines, l'eau se refroidit dans le condenseur (l'échange d'énergie thermique peut se
faire avec l'eau pompée dans une rividre).

R
3 A )]
2 @ B | —R
C I
T v
E I g C I
R = circuit 3
secondaire E
E Fig. 1 E
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|I-ll %
—
\z78) Kk |
g e T T ’
‘? 11 i FIri
T
fii
. Hﬂﬂu 1l B s
| i
700
1
| P FRi' TR I
;,.i
7 727
o Lik r":.a-fr":ir ‘r.rff
650
600
550 |
[
i\ isotitre
|x = 0,9¢
1sobjre
500 p= E'[l'ﬂ'lﬁ atm
' | o I .
1,3 1,4 1.5 1,6 17 18 T ;
|'- s k!
— | kJ-K-1-k
\4,18, g

| Salutiohn

1. La capacité thermique étant prise constante, on aura
=0 = CTg-Tyd: he—0 = C(T-Ty)

. | .].L'I N I I|-|'
$.—0 = {.||r:||l ﬁ'l et -0 = l:,:]rnllL ﬂ]
Soit s = 30Kk kg K.

hy = 1 200Kk]-kg';
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* La transformation C — U est isentropique (s, = 5-) avec P, = 0,05 atm. Latem-
pérature correspondante est celle du mélange liquide-vapeur 4 la méme pression. Elle
est donc fournie par I'isotherme 8 = 35 °C qui arrive au point D' intersection de
l'isobare P = 0,05 atm et de l'isotitre x = | (imprécision sur B ). Dol

By = 2137k kg '; et sy = 6,99Kk] - K- - kg!.

e |

- L'érat E est caractérisé par (transformation D — E isobare et isotherme) :
Pp = Pp=005atm; 8 =08,=735°C; x;=0,e¢t:
he = 9.08-(35-0) (cf 1) = hy = 146k} - kg,

273+ 35
273

s = -I.IEIn[ ] (¢f 1) = sg = 0,50k] - K" - kg™'.

* Le cycle reboucle sur état F caractérisé par :
F|. = FI;' = ?ﬂ 'i“-mr H'r = ﬂ.‘. = EHTHC] -t'-r = ﬂﬂt
he = 4.18- (287 -0) {c. 1.) = hy = 1 200k] - kg™!

287 4+ 273

= 4,181 (
¥ M T

) (f 1) = sp = 3.0k - kg - K-,
Représentons ce cycle dans le diagramme de Mollier

hy -

-

J 000 ¢

2000
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» Tableau des valeurs P, T, x, ki et s (arrondies) :

P (atm) 6 (°C) x okl kg 'y (s (kD- K- kg)
A 70 287 | 2770 5.8
B 10 180 083 2430 5,8
C 10 270 1 2 980 7.0
D 0,05 35 0,825 2140 7.0
E 0,05 35 0 146 0.5
F 70 287 0 I 200 30
3. La transformation F — A est associde & L i
une vaporisation totale du liquide & P et T <A

constantes, d'oit: Qg, = h, - hy (segment
AF" du diagramme de Mollier).

Deméme Qpg = hg—hp et Qe = e = hy,
Lapplication numérique donne :
Qpy = (2766—1200) = Qg # 1570 k] - kg™ =7
Qe = (2980 —2430) = Qp- # 550 kJ - kg™
Qpe = (146-2137) = Qpp #-1990 k] - kg,
De plus, Qgp = Cy (8- 8;) = 4,18(287 - 35) = Qp = 1053k] - kg,
* Le travail W, fourni par la centrale, et rapporté a l'unité de masse du fluide, s'obtient
par application du premier principe, Soit pour un cycle :
(Wil + Qup+ Que + Qop + Qg + Qe+ Qg = 0
etavec Q,y = Qpp = 0 (transformations adiabatiques) :
W, = Qg+ Qpg + Qur + Qpae
Application numérique :
W, = 1178= W, = 1180Kk]- kg,
= L'énergie thermique O fournie par la source chaude (circuit d'eau primaire passant
dans le coeur du réacteur de la centrale}) permet de réaliser la transformation

E — F — A et assure la surchauffe de la vapeur entre les turbines haute et basse pres-
sion.

TEFTTTES

Qy = Qe+ Qpa+Qpe= Q) = 3170k] - kg!
(somme de toutes les énergies thermiques effectivement reques de la source chaude).

* Le rendement thermique de la centrale est égal au rapport de I'énergie utile produite
(soit W) sur I'énergie « non gratuite » (ici ). Soit :

‘-II'IIIIIIlIIrI ns=3ia%
___'—_:.. = .
QI
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Exercice 651

&. Considérons une turbine et la masse dm la « traversant »
entre les instants ¢ et ¢+ dr (le régime étant stationnaire, la
méme masse dm entre et sort entre ces deux instants),

dW

Considérons alors le systéme fermé constitué, a ¢, par le fluide
contenu dans la turbine (énergie interne U, ) et la masse Hm
qui va y pénétrer entre fet 1+ di {conditions h, u,,5,...).

A t+dt, ce systéme correspond au fluide contenu dans la
turbine (énergie interne Uy : régime stationnaire) et i la
masse O sortant de la machine {conditions kb, w, et 5,...). Q=0

Diésignons par 8W . le travail fourm par le reste du fluide en amont et 8W,; le
travail correspondant en aval.

Le premier principe appliqué au systéme considéré (et en négligeant les énergies ciné-
tiques ou leurs variations) donne :
dU = {Us+ wdm) = (U + w,bm) = (-6W_ )+ 0W___, +6W,_+580Q.
La turbine est adiabatique et donc 60 = 0, d'odi
dmiu, = u ) = (=BW_ )+ W +OW__.
Or 8W o = POV, avec 8V, = (v ) 8m (v, = volume massique ).
De méme 8W_, = -P 8V, avec 8V, = (v_) dm.
Soit en regroupant les termes
St (ug + P v ), )= (u, + Plv ) )] = (-6W,)

dimong

aw
et h~h = {52

Bm

Pour un intervalle de temps dt, nous aurons :

Gkt EWU N
H‘Ft“ti_h'} - = di' - _P.‘I'
%? = D, estle débit massique de fluide et P, représente la puissance utile etfective-

ment transmise i [alternateur,

Au total, on aura ici {turbines haute ¢t basse pression) :

l:.P'll}luth: = f—[}m}[ E"H_ hﬁ.} + hu_ h,:r

Application numérique :

b < —1 300 x 10%
M {2430 -2766) + (2 137 - 2980)] - 10°

= D_ = 1100kg- s,

Commentaire

| Cette démonstration, inspirée de la démonstration de la détente de Joule-Kelvin, doit étre
parfaitement assimilée car elle apparait chaque fois que I'on étudie un écoulement.
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Electromagnétisme

A . Electrostatique
B . Magnétostatique




Exercice o1

POINT METHODE

Pour utiliser le théoréme de Gauss dans le calcul d'un champ, il faut d'abord choisir
une surface pour laquelle on est capable de calculer le Hux qui la traverse en fonc-
tion de la valeur du champen un point donné.

Deux cas sont alors possibles :

| - ¢ [ — - E.
—1cas: X > 5= Q" = pLye et E(X>0) = IF’—E“,

~Xasi0<X<=Q" = pE2X o E(X>0) = %

On remarque que le champ est uniforme d'une part pour X = E et d'autre part pour
- —
X< -é et qu'il y a bien entendu continuité de E; (charge volumique de valeur bornée).

* Revenons alors a la distnbution proposée dans I'énoncé et intéressons-nous tout
d'abord aux domaines extérieurs aux distributions de charges :

= e — ¥ ¥ =
H.J.';ﬂ-I-E:E] - Eur et E, = —EHI::FE= 0.
2 2e, 2e,

-} -+
I:r.r=E—a—%:launnulusiunesllamﬂmeet E=0.

€ e = pe= = €=+
l:.—a-l-i!EIxﬁﬂ—i: E, =—E|ul.|':r et E; = _ELEDH"

S £
doit E == E—u, .
€y
Plagons-nous maintenant i l'intérieur des distributions :

. —»
[Lﬂ—%ﬁxﬁﬂ'l-gl E, = EHE: = E[x—ﬂlﬂ:

2 Eq Ey
—F -+
Ey = —Eu_:#E = E-(I—ﬂ.—f)u‘
2 Eg 2
+ + ¥
On a bien I:'.(::-—-n+£)=ﬂ et E(.::::-EJ=-D—EE:.
2 2 Es
¥ g = =P r
E.—n—iﬁ.::ﬁ—rHi:El = —E? et E, = _L){“-b
2 2 IE X E-.,u, L
q
avec ici X' = x +a, soit E; = —IEEE-{,:+::};:]
0
+
doi E = —E[.t+¢:+f]u_i.
£, 2
La aussi les relations de passage sont bien vérifiées puisque I'on a:

Hxmanf)md o Bxmnars) w262
2 2 Eg
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D'ol le graphe donnant E(x) (E = E(x)i):
) E{IJ

Y=

_pe
Ep

* La fonction potentiel s'en déduit aisément a partir de la relation j—i = -E(x).
¥ —_—F ¥
(E = —gradV, avec E = E(x)- E: implique que V = V{x) est fonction de la seule

variable x.)

Commenitarres

I| Motons qu'il ne faut pas espérer déterminer une fonction Vix) telle que V — 0 quand
x = *esrici la distribution de charges £'étend jusqu'a l'infini {(avec une densité £p qui ne
tend pas vers zéro).

Par contre, la fonction E(x) étant paire, la fonction Vix) sera impaire, si on fait le choix de
Vo) =0...

I vient alors :

-n+§ﬁ='xﬁ£n—§: Vix) = P2x (choixde V(0) = 0);
Ep

2
. : £ .
par la continuité du potentielen x = a- 3 : soit

E(n-g) = k-ig—ur'*::-k = Brd

2
ﬁ—%*‘éxﬁni-f: Vix) = —EF;—-[A:—-::—E] + k : la constante k sera déterminée
B

€q Eq
2

‘ol Vix) = __E’_.[ _ _5] pea

d'oir (x) 2, x-a-3 |+ .

x=a+ %: E(x) = 0 et V{x) = constante = ‘l."[n: + %Jp s0it par continuité ;

Vix) = +?ﬂ et le potentiel reste borné 4 I'infini.
o
Dol le graphe : Vix)
WV

3 b -

v, l..

a-= 4 g4% pe ¢
3 IV = ,[::——]

—eed =V £y F.
e
- e _1|Hrl 'L"I = ;Lnﬂ'
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Exercice ro2

@ Couronne plane chargée

Sur le plan Oxy, on considére une distribution de Lz
charges de surface, & répartition uniforme (densité
o), comprise entre les cercles de centre O et de rayons
a et & (b = a).

. . . LT
Soit M un point de U'axe 0z perpendiculaire au plan de 0 .ﬂ.f"’
charges. ///’f

1. a. On désigne par V(z) la fonction potentiel don-
nant le potentiel V(M) en tout point M de l'axe 0z.
Montrer que l'on a :

V(z) = s—[Jb7+22 - Ja? + 22].
28, ,
En déduire l'expression du champ électrostatique E{M} sur cet axe. On notera que

»
lona E(z) = E{:]u-}z.

b. Représenter le graphe z — E(z) 3 b fixé et pour différentes valeurs de a. (On
pourra prendre ¢ = nb avecn = {0;0,02;0,1;:02}.)

Commenter les résultats obtenus.

.
2. Retrouver Uexpression du champ électrostatique E(M) par un calcul direct.

Ce qu'i] faul savoir

1.

+ Potentiel et champ associés & une charge ponctuelle.

> —_—
* Relation entre potentiel et champ: E = —gradV.
* Regles de symétrie,

Ce qu'i] faut comprendre

1. a. La distribution de charges étant d'extension finie, le calcul intégral du potentiel
VIM) ne pose pas de problémes particuliers. Il reste & noter que tous les éléments du
plan x Oy situés i la méme distance de O contribuent de la méme fagon 4 V(M). On va
donc décomposer le systéme de d‘mrgcs en couronneés lémentaires de rayon moyen r

3
et de largeur dr: une simple intégration suffira. Le calcul de E(M) sur axe Oz est

¥ —

immédiat en remarquant que 'on a de fagon générale E = —grad V(M) avec ici, pour
¥ ¥

des raisons de symétrie évidentes, E = E{z‘.lFr. soit E = ‘%”_t

1. b. On pourra envisager les cas limites
B E == .
«a = 0 (disque uniformément chargé de rayon b) et |4 — 0...

2. Le champ résultant devant étre porté par laxe Oz, il suffit de projeter chaque
contribution élémentaire sur cet axe.
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&y, Solution

1. a. Considérons les charges situées sur la sur-
face élémentaire délimitée par les cercles de rayon
ret r4dr:

a<r<r+dr<h.

Toutes ces charges contribuent de la méme fagon
au potentiel V(M) :

dV(M) = -4--% avec PM = Jri+ 22

= 08 = 6bL = olnrdr.
1 alrrdr
4ng, fr1 4 2

ot rdr

200, a Jrt 4 72

V(z) = E{:—ﬂ|.,1"b1+z=‘-—.fa3+zzl

et 'Elj

Dol dV{M) =

et V(M) =

T o2g,

Soit

J d{Jfrt + 22).

(1)

Pour le calcul du champ électrostatique en M, il suffit de remarquer que l'axe OM

&
étant un axe de symétrie de révolution, le champ E (M) est porté par cet axe. On peut

écrire en effet :
- - =
E(M) = E|H:+EJ_

(L= perpendiculaire i I'axe)

et Pinvariance du systéme par rotation (d'un angle arbitraire) par rapport a l'axe Oz

o
implique nécessairement que E, = 0.

+*
D'ois E(M) = E(z)u,.

E ]
Or E(M) = ~gradV, soitici: E(M) = ~S2u,
el E{z) = d"r’= ﬂ[ z ——z-]

R T W e R
Soit : E(M) = > [ ! ]" (2)
.Jr::1+z= J&1+z=

* -
1. b. On a ainsi E(z) = E(z)u, avec E{-z) = -E(z).

4]

Pasons E, = — = E(z) = L,
2€y,
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Exercice 702

=
b
différentes valeurs du rapport E {0:0,02;0,1;02}.

On a représenté ci-dessous les graphes de - — E(z) pour une valeur de b hixée et pour

E

13.En

0.5

=T CR

=05

Commentaires

suand z =4 e (22 b}, lesystéme doit se comporter asymptotiquensent comme une
charge ponctuelle ) = m(b* - a’)a. Ainsi, les fonctions Viz) et E{z) doivent étre équi-

walentes i :
Viz) e d - ic, i
_ Q4
E(z} = =
Virifhions-le ;
s ] a1/ iy M2
v = — — - —
@ = g [ld1+ 5] -1+ 5) ]
d'ot Viz) # Hnlﬂhl{b = al)
i 1 ol - al)
W = .
5041 {2} T -
Oz e '% b -%
| ] = ol _ b
Ye méme Eiz) 76,07 [[] + :1) [] + :1) ]
; a0z I
! SN LTS S 1Y
et E(z) # EEn,I.ﬂJ:I:l{ a ]]
Soit encore E{z} g L OR(D" - @)z ;’;
4‘!% ot 7

O retrouve bien les résultats artendas,
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* Une discontinuité du champ E apparait pour @ = 0. Le systéme se réduit alors & un dis-
que uniformément chargé de rayon b. La relation (2) donne alors :

a Il 1 =
E{E} E-Eu I:H_ ,I'l[,.3_|_‘,._1i|ur
. Penty o O G
soit E(0*) = EE.;.“‘ et E{u )] EE,:.“ (3

Ces résultats sont satisfaisants car ils se confondent avec ceux d'un plan infini, uniformé-
ment chargé avec une densité @. En effet, pour a = 0, fxer z et faire tendre b vers l'infini
revient au méme que de fixer b et faire tendre z vers 0:

Vérifions-le en étudiant rapidement le champ électrostatique créé par le plan infini (o uni-

forme).
— Le plan x Oy est plan de symétrie d'ol :

- —* , . A Z
E(M’) = sym[E(M)] (symétrie prise par rap-
port & x0p). M
= Tout plan contenant la droite [M.ﬂzl est plan :’F

=+ i
de symétrie; E vecteur polaire appartient a ces 0 -
plans et d&n-: 3 leur intersection. Il est ainsi porté #
par u, = E(M) = E(M)u,. ‘M
— Les deux résultats précédents conduisent & :
+ = # -+ g
E(z>0) = Egu, et E{z<0) = -Eu,. | E(M)
— Enfin appliquons le théoréme de Gauss : 2+ [ M

1
8L + E;8L = —olL i

EgoL +Eg &, = (3

o S L
soit E, = 7e, o __ ;-

. _ o I B L

doi E(z>0) 2e e Bz < 0) 2o o)
Ces résultars sont bien identiques i (3). I E(M‘} _J

POINT METHODE
Probléme des distributions infinies de charges :
On pourrait 5'étonner que le passage i la limite (a — 0 et b =¥ he } puisse se faire
sur "expression (2) et pas sur (1), c'est-a-dire sur le champ E (M) et pas sur le
potentiel V{M}.
En effet, pour a = 0 et z hini, on obtient 4 partir de (1) et (2} :

lim V{z) = 4= (poura > 0)

i —p #ua

b— o= 7 zEﬂlzl "
Pour s'en cun\'ainnc, il suffit de se rappeler quune expression du type

= Jﬂf.. ' H E . :
V(M) ”-[n ine, PM n'a de sens que si le domaine de charges D) est d'exten

sion finie, ce qui permet notamment d'imposer le choix du potentiel nul a l'infini.
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Exercice 702

[l est done utile de se rappeler qu'appliquer un tel résultat 4 des distributions infi-
mies de charges est en général erroné : les intégrales considérées divergent.

Hlustration Az
Fil droit infini uniformément chargé avec une densité linéique A : ;
. W i ey A
* Lintégrale — "est pas définie ;
in égncqmﬂ_[__ e n'est pas définie _:f _____ .
> u,
+ Par contre, le champ E peut étre obtenu aisément & l'aide du
théoréme de Gauss ;
E A E* (résultat classique)
—— i C H
& ; P
. e
+Or E = —gradV, avecici V = V(r) du fait de la symétrie de
révolution par rapport & Oz, soit F = —di; ce qui donne: QY - A et
F:. i % s dr'n =N Tdr . 2megr
Vir)= uﬁé-]n[:ﬂ en prenant une origine arbitraire i la distance r = a duhl
i

On retrouve bien que le potentiel diverge & l'infini, et la condition V' — 0 4 l'infini

est ici inapplicable. Il diverge épalement en r = 0 ce qui est di & la modélisation

( fil sans dimension transversale). il
+ 4aa

*On peut vériher que l'expression intégrale E = % %d: redonne

I"expression correcte du champ électrostatique. ok

=p

Ail, ¢+=PM
- B > -
Ona E m“f_.,, 4z (car E(M) = E(r)w, ).

hu, 2

- e 1 - == P )
hie LI]'l.'E.;]J-_.- (rf 4 z2)d2 (PM - u. =r) &E

Ml
i

I.l-'.
hu, J'”" du {
T AME (1 4 u)VI

-

:"'“r i g = Aok
mfnr[{] + ui}”?-],_ = Imegr "

ar
z = -
dVeC it = = !
r

i

el

_’

2. Calcul direct du champ E(M): considérons a cet EE-? f
effet la charge 84 comprise entre les cercles de rayon r P
et r+ dr et associée a un secteur angulaire de mesure M
de: .

dq = 0bE = o(rd0)(dr)

dq = ordrd. =
Cette charge crée en M un champ élémentaire 8E; tel
que

= | BgPM
ﬁEP:rI-E.[,PM!‘
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Comme il a déja été signalé, le champ résultant doit étre porté par I'axe Oz. On a donc
_i
E(M) = Eu, et:

PM - i

— .

SE = SE,- ;: _ _bq Wy _ Bgcoso
4ne, PMY 4me, PM?

g cosardrd®

Dol = car PM?2 = r 4 22,
4RE, (rf+2%)

in
Soit apris une intégration immédiate selon EU d0 = z::].-
1]

o rlcoscerdr
E = o[ osQrer,
E'EDJ-H {.I"‘l-l-x'!}
z gzl rdr
Or cosl = m#E = E_En-[;m.

[+
Posons u = ri, il vient: E = gz #
4E|} HE{H "‘:'}'H_
1.0
soit E = E' [—2[“ +2%) 1:|_,;

al+ 2! Jbls 2

. 4 5]
Finalemenmt E(z) = —[

2gy

=* . .
u_ , comme il se doit.

o
)

@ Demi-espace chargé

1. On considére un plan infini xOy possédant une charge de surface uniformément
répartie avec une densité o.

Determiner le champ électrostatique créé de part et d'autre du plan.

En déduire la fonction potentiel associée vérifiant V = 0 sur le plan.

Donner les graphes représentant E(x) et V(x).

2. Le demi-espace x > 0 est caracténsé

par une distribution volumique de char- e Y
1 vi S
ges de densité pix, v, 2) = pge °. ”’ Yo Z) = Pyt F%
La région x << 0 est vide de charges. E N
Déterminer le potentiel et le champ en 0 X

tout point de l'espace et tracer les gra-
phes associés. Commenter,
On prendra V(0} = 0.
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* Considérons alors une surface de Gauss cylindrique dont les génératrices sont per-
pendiculaires au plan yOz (le cylindre est symétrique par rapport & ce plan).

Le théoréme de Gauss s'écrit :

5 — in
§E 5%
E En

O E=L UL UE ; L et L ontla méme aire, notée L;

et ﬂfﬁﬂfﬁﬂr_{fﬁﬂfﬁ-

_}
La premiére intégrale est nulle puisqu’en tout point, le champ E est porté par la sur-
+ = +
face (E - 8Z = 0). Lechamp E nondéfinien x = 0 reste cependant borné et ne pose
pas de problémes particuliers 4 "application du théoréme de Gauss (par ailleurs, on
pourrait toujours revenir i la modélisation [p, €] évoquée précédemment... ).

Sur £, le champ est uniforme et vaut E{rjﬁ; d'oli :

+ = -
H E -8EZ= E(x)L; (normale de méme sens que u_).

I,
—3 -
De méme j E ' 8L= -E(-x)L, (normale de sens opposéa u, ).

2.-
Dol ﬁIE-EE = [E{x) - E(-x)]L, = 2E(x)E, (d'aprés (2)).

+

!

POINT METHODE

Cest parce que 'on a montré que E, ne dépendant que de x, est le méme en tout
point de £ que I'on peut sortir E(x) de I'intégrale ; c'est une constante vis-d-vis de
cette intégration.

Or Q™ = gk, et le théoréme de Gauss s'écrit ici

2E(x)E, = E:“Eﬂ = E(x) = 35

-+ 0 =
L e
et E(x<0) EEul.lJt

. |2 g =
= 0] = —
Soit | E(x>0) E nu,

* Quant au potentiel V(x), il s’obtient facilement i partir de la relation g = -E(x)
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Exercice 703

d'oli avec V{0) = 0:

1 0
Vix>0) = —Eﬂx e Vix<0) = Eﬂx.

. . &
Soit en regroupant ces résultats | Vix) = —E-E—le
0

Donnons une représentation graphique de E{x) et Vix):

Vix) 4 E{x)
Ln
%,
x 4] x
.
2g,

Commentaires

La traversée de la nappe surfacique de charges Saccompagne d'une discontinuité du champ :

i
E: - E-I = E—nﬂ-ll
=¥ @ @ -
E.:—iﬁ - -.=]:..,=il'|_]'|I
- 'EEH - E-En
—
—h
Pz
Cette discontinuité n'est en fait qu'une limitation liée au modéle surfacique. |

On peut concevoir ¢e systéme comme la limite d'une pla-

que d'épaisseur e et présentant une charge volumigue p. p |pe=¢o

_j.
Pour les mémes raisons de symétrie,ona E = E(x}::z.
avec E(-x) = -E(x). )
Er avec le théoréme de Gauss :

HY

& ! d
b e i: EnfE{I}_E{_Iﬂ = E;EDP{J:;E{I} - E_EI}; ‘

D<x<s, L (E(x)=E{-x)) = lIﬂpEI::*E{I] = BX,
2 Es Ep

2. Remarquons tout d'abord que la distribution de charges ne dépendant que de x, les
plans passant par M(x, . z) et contenant A paralléle & E: (cf. 1.} restent des plans de

_h
symétrie. 1l en résulte que I'on a toujours: £ = E{xﬁ: le systéme restant invariant
par translation selon Oy et Oz,
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Exercice 703

* Le calcul du potentiel s'effectue selon E = =E(x):

dx
— Pour x < 0, le champ est uniforme et V{x) est une fonction afhne de x, c'est-a-dire :
Pga
o = —
WVix < 0) qu
en prenant V{0) = 0:
—Pour x>0 ki = —E[] Ic“"]
dx 2€,

¥  POINT METHODE

La constante C se détermine en assurant la continuité du potentiel en x = 0, la dis-
tribution de charges étant volumigue.

o Pad
Do V(D) =0=-——[2a+C] et C = -2a.
2g,

Finalement :

Vix>0)= _iL:[x- Za[l - ..-'"i]]

E-n"

WVix)y

S

i e e
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Commentaires

I * Dans cet exercice, la distribution de charges tend bien vers 2éro quand x tend vers +o0,
Ce n'est évidemment pas une raison pour conclure qu'il en est de méme du champ électros-
i
tatique ( lim E(x)= piz :] 11 serait également erroné de considérer que le champ tend

X —s o0 2 ¥

vers péro quand x — —se sous préfexte que toutes les distances {des charges au point od

a.
I'on calcule E ) tendent vers I'infini ; le systeme de charges est lui-méme infini.

«(On a établi que lim E{x) = Pod et E(x) = Pt En fait, ces résultats étaient prévi-
K=+ 480 2 P ] EED

sibles puisque pya représente la charge totale contenue dans un cylindre d'axe paralléle
Ox et de section de base de surface unité.

- T
Q= Ep(ﬂdx- | = p{,L e “dx = pga.

Pour ce qui est des points & Uinfini , du cdré des x positils, et des points situés en x << 0, le
systéme de charges se comporte comme une simple plagque perpendiculaire § Ox et possé-
dant une charge surfacique @ = pga (on peut regrouper les tranches d'épaisseur daxg).

* Dans le cas o0 le systéme proposé représenterait ce qui se passe « localement = a la surface
d'un conducteur en équilibre dectrostatique, il nous faudrait imposer :

lim E{x) = 0 (le champ est nul & Vintérieur du conducteur).

=

il
11 suffit alors de décaler les expressions des champs établies au 2. de la quantité %-

ALnS, O anran ;

= Hast Pty Poid— ﬂ_‘rﬁ
E{I{ﬂ}a[_i_%_ﬁ)““_a“" _‘.Eu_ __E_:E
Soit en notant Oy = ppa = E{_r =)= {El;-r? cﬁ’ = —ﬁ:]- ;;

Résultat classique connu sous le nom de loi de Coulomb (cours de

deuxigme année). _J

:

@ Lignes de champ

Sur un axe 0z sont placées deux charges ponctuelles g, en A, et g, en A..

------ e LR Ry 4

L]
&N
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Exercice 704

11.

1. Questions préliminaires :

a. Soit une charge g placée au point O de Uaxe OC d'un disque 2. Le point O et le
bord du disque définissent un cone de demi-angle au sommet ce. Calculer le flux ¢, 3

=+
travers le disque, du champ électrostatique E créé par la charge g.
On exprimera § en fonction des grandeurs g, o et g, (permittivité du vide).

b. On revient au systéme (q,, g,) et on se place dans le cas ol g, + g, # 0. Montrer
qu'd des distances « grandes » de A, et A,, ce systéme se comporte - & la limite -
comme une charge unique @ = g, + g, placée au barycentre G des points A, et A,,
affectés des coefficients g, et g,.

2. On cherche & déterminer le réseau des lignes de champ. A cet effet, on repére tout
—_— —

paint M du plan de figure par les angles 6, = (A,z, A,M) et B, = (A,z, A_M). On

se limitera au demi-plan supérieur, 8, et 6, pouvant varier sur lintervalle (0 ; n).

3
Déterminer Uéquation d'une ligne de champ de E en fonction de g,, g, 8, et B,.
On pourra envisager séparément les domaines du plan 2>z, , 7, <2<z, et
z 2y .

3. On suppose dans cette question que lon a g,9, > 0.

a. Est-il possible qu'une ligne de champ joigne les points A, et A, 7 Définir un point
particulier I du segment [A;A;].

b. Donner une caractéristique des lignes de champ a l'infini.
Représenter le réseau de lignes de champ pour g, = 4g, et g, > 0.

4. On prend maintenant g,9, < 0 et g, > 0. Montrer que les lignes de champ par-
tant de A, soit vont a [infini, soit rejoignent A,. Déterminer la valeur limite o, de
langle o,.

Donner, pour g, = —-24q,, la valeur de o, et tracer le réseau de lignes de champ.
Commenter : on i1solera notamment le cas ol g, + g, = 0.

Ce -:'i"hl’ﬂ faul saveir

Points de cours

* Flux du champ électrostatique.

* Ligne de champ — Tube de champ.
Outil mathématique

* Notion d'angle solide.
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E12. Ce qu'i] faut com}arendre

1. Un calcul intégral est envizageable si I'on veut éviter la notion d'angle solide, Cette
derniére conduit cependant beaucoup plus rapidement au résultat demandé,

Etudier un systéme de charges en des points trés éloignés du domaine dans lequel elles
sont confinées revient a faire un développement multipolaire. Le premier terme cor-
respond i la charge totale Q = g, + q;, et le deuxiéme est du type moment dipolaire :

le choix du point G barycentre des points A (q,) et A (q,) simpose naturellement

. . . =* —_— _—
car le moment dipolaire, défini selon P = g,GA, + g,GA,, prend alors une valeur

- — 3
nulle { g, GA, + 4,GA,; = 0 est une propriété du barycentre).

2. Caractériser une ligm: de ﬂ'la.mp revient ot a caractériser le tube de champ abtenu
par rotation de cette courbe autour de I'axe A A,. On écrira alors que le flux a travers
toute section du tube est une constante dans chaque domaine vide de charges. Cette
constante s'exprimera simplement a I'aide de q,, 4,. 8, et 8, (utiliser & cet effet 'expres-
sion établie au 1.)

3. et 4. Dansles cas particuliers envisagés par la suite, on aura & examiner deux possibilitds ;

= lignes de champ joignant A, et A,, ce qui doit étre compatible avec I'équation établie
précédemment ;

« lignes de champ de type A, — ==, alors on doit avoir 8, et 8, qui tendent vers une
valeur commune 8, (d'aprés le 1. b.) : il reste & discuter l'existence de 8.

Selutieh

1. a, Le flux élémentaire & travers I"élément de 5T
surface 8L est donné par

3 =3 g
0 = E-BE = E - nbHE

&

=+ =

Or E = 4 ¥, all u
4/E,r!

* =
ol E o= MM g D
D:}D.E,-h T = =
Ey T 4MELr

* - E = _:I_E g o= d 3
De plus : cosB == E, 4HEQD3‘WE B ~mEﬂD1cm 0.

Et &6 = —Il— cos*B5E.

4,
Prenons en compie la contribution des éléments de surface situds sur la couronne comprise
entre p = CM et p + dp (Cest-a-dire pour des angles de 'intervalle [0 ; 8 + 48] ).

Déslors: 6L = 2mpdp, avec p = Dian.
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al.

Ce qu‘:’I faut savell

H1.

* Force de Coulomb.

* Energie potentielle d'interaction de deux charges ponctuelles.

* Energie potentielle d"une charge soumise & un champ électrostatique extérieur.
* Loi fondamentale de la dynamique.

* Théoréme de 'énergie mécanique.

Ce qu'i] faul comprendre

7.

1. La force agissant sur chaque particule est la force d'interaction coulombienne : la relation
fondamentale de la dynamique doit permettre de relier la vitesse d'une particule i sa position.
On peut aussi utiliser la conservation de 1"énergie mécanique, la force coulombienne
étant conservative : il faudra, au préalable, déterminer I'énergie potentielle intérieure

Ej:,' associée 3 l'interaction coulombienne entre les deux particules.

2. Le probléme est analogue dans le cas de trois particules. [l sera nécessaire de géné-

raliser 'expression de E /.

Selution

1. Une premiére méthode consiste & appliquer le principe de la dynamique & I'une des
deux particules.

Prenons comme axe Ox la droite passant par les positions initiales des deux particules,
I'origine O étant prise au milieu du segment de longueur ry.

Le point matériel M, (particule [m, g, abs- (m, q) (m, q)

:iggeini‘tiale X, = %ﬂ}lﬁtmlimisilalfurce f:z- M, 0 M, f, X
-
fl = -f_l ru; aﬂc{: fl = q f

4me, (M, M,)?
Du fait de la symétrie, on a i chaque instant.
OM, = x(r) et OM, = —x(r}= M,M, = 2x(1).
=
T = —-‘3—--1—- =
Soit:  f, 4““4;1:\!1 (1)
L'équation du mouvement de la particule M, s'écrit alors

d:OM
+ —4
e = = S

Le mouvement s'effectue donc selon I'axe Ox et :

- = Jl_l
mx = < SRE, X2 {2}
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Exercice 7o5 =



2. * Premitre méthode :

On utilise les mémes modes de raisonnement

qu'a la question précédente : par raison de M\
symétrie, les trois particules occupent & cha-
que instant des positions correspondant aux
sommets d'un triangle équilatéral dont le
centre O reste fixe dans un référentiel gali-
léen. Considérons la particule M, sur axe

Ox : elle est soumise aux forces dinteraction

+ +

i et fy de la part des particules M; et M,
4+ 3 -

avec fy+fy = fru, et f = fycoso+ fcoso = 2f,cosa

. _ Y _ gt
ici costt = cos30 —T.duu.j“—.ﬁ ‘G_'ﬁ-qngﬂrl

avec rcost = HM, = %x (O est — aussi — le point de concours des médianes).

Finalement ;

g Ji i

/= ~1nsn'[3 2 Jf- = e, 3xt

a—x | i
L
La loi fondamentale de la dynamique appliquée i la particule M, donne :
. . 2
Jlj:li- —] Jr==|. X = _‘.IL.
4megm - 3x?
Multiplions par x et intégrons entre les instants 0 et £ (x(0) = 0 et

x(0) = %rncn-su = Jr—“}l:

W3

Lt oo = LB [Fd_ g (Ody
2 dre, ®x 3Jg x' 12mEyd gy x"

d'oi;
X (1) 6RE, M .:v:{!]|+ ol

Les particules s'éloignent indéfiniment 'une de l'autre pour atteindre une vitesse
limite V, telle que:

v.=—d__ | (3
,flﬂeﬂmrn

* Seconde méthode :

Comme dans la premiére question, on peut définir, pour le systéme des trois particu-
les, une énergie potentielle intérieure Eli:" associée aux forces de Coulomb.
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Exercice 104

On détermine EJ" en reprenant un raisonnement identique a celui développé dans le
point cours du 1. La formule (5) devient alors :

Bt = 1 [fl'l‘i‘1+‘]'|‘?1+‘?1'i.a)
e,

fa T o
soif d'une maniére plus générale :
E:;rlr = L E.E
mEﬂr_:_J_ Fii
[nitialement, cette énergie potentielle prend la valeur :
L3¢’
il e n =
By = ime, T, (Fij = o).
La conservation de I'énergie mécanique du systéme proposé entre 'instant initial et le
moment ol les particules sont infiniment éloignées, donne alors :

En = E .+ E, = constante

3
0+—0 - J-Gm‘ﬁ“ )+u_

:
Etr el v_ - _ltL
AREGMTy Jimegmr,

ce qui est bien le résultat déja obtenu.

Sonl Vi =

o=

@‘; Potentiel de Yukawa

On se propose de déterminer la distribution de charges qui crée en tout point M de
— —3
l'espace (OM = r- o , P = HDH" } un potentiel électrostatique de la forme :

g &tant la charge &lémentaire (g = 1,6 - 10719 () et o une distance (2 = 10~ m ).

<
1. Déterminer le champ électrostatique E{M) en tout point M {différent de l'origine 0).
2, Calculer le flux de ce champ & travers la surface d'une boule de centre 0 et de rayon
r, et en déduire la charge Q(r) contenue dans cette boule.

Etudier les cas limites r — == et r — 0: quelles conclusions peut-on en tirer ?

3. Déterminer la densité de charge volumique p(r) répartie dans 'espace autour de 0.

La distribution de charges &étudiée peut &tre prise comme modéle électrostatique d'un
atome. Qu'en pensez-vous 7
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Solution

1. Les Mulpﬂlentmllcs = constante sont des sphéres de centre O, ce qui implique
que le champ E qui leur est orthogonal est radial. S-un expression en coordonnées
5phénqu-e5 s¢ réduira donc & une seule composante : E E- :

—

Or E = —gradV avecici V = V{r) ob r, 8, @ sont les coordonnées sphériques.
=
Soit E = _d_‘-.-’; et E= E(r}=_ﬂ
dr dr
'oi = __'L[_l_L] (_5]
dob  E(r) dme L 2 oar P\
et = —Lu |: ]t: (——r] (1]
4TE, rl a P i

Remarquons que E est défini et continu dans tout 'espace sauf en r = 0 oi il n'est
pas défini. Les charges responsables de ce champ se réduisent donc i :

— une distribution volumique p(r) pour r = 0 (une distribution surfacique de char-
ges provoquerait une discontinuité du champ...) ;

- « éventuellement » une charge ponctuelleen r = 0.
e
2. Le flux du champ électrostatique E 4 travers la sphére (0, r) a pour expression :

—i
d} = ﬁE + g'ﬁﬂ? ==
i "
avecici E 35? E(rm - nEY = E(r)8
> + 3 H(0, 1)
(n =u et n =1}

woit ¢ = ﬁE{ 6
i

et h = E(rjﬁ-ﬁﬁf (E(r) = constante sur la surface ).
i

Do & = Ei(r)-4nr?

et en remplacant E(r) par son expression (cf (1)).

o=+ ool

Or, d"aprés le théoréme de Gauss, le flux ¢ du champ électrostatique est égal au quo-
tient par g, de la charge contenue & l'intérieur de la surface fermée & travers laquelle

on a caleulé le flux :

¢ = Q)
d’oi Q(r)y = q[l + E]exp[—g]
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Exercice 107

m Lignes équipotentielles :

‘..,..".'

Elles correspondent 8 V(M) = cste soit x* - 3 = [sbe.

Ce sont des hyperboles de centre O, d"axe Ox ou Oy et d'asymptotes y = +.2x.

w Lignes de champ :

"
Pour déterminer les lignes de champ au voisinage de O, caleulons le champ E  associé
a l'expression approchée du potentiel :

B,o= -2 =

1 e =
* dx neya’

___.E.l‘l."= q ¥
By = ay +n:r:ﬂ.::-"2

d'oi 'équation différentielle des lignes de champ (courbes tangentes en chaque point

auchampE}:
E, E x ¥

.
“_;1'1,%— = 0=+ 2lny+ Inx = constante

soit, pour les lignes de champ, | 23 = constante

m Heprésentation graphique :
Donnans allure de ces courbes (équipotenticlles et lignes de champ) dans le plan xOy
et au voisinage de O {en tenant compte du fait que ce sont des courbes orthogonales) -

.

e

g

=
Il I e,

(équipotenticlles en trait plein - lignes de champ en pointillé).
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Exercice 711 ©

m Propriété de la foriction B(z):
Le plan xOy de la spire peut étre considéré comme plan de symétrie. On doit donc
avolr :

E{M‘; = -s;nniﬁmu avec M’ = Sym(M)

Sym désigne l'opération de symétrie par rapport a ce plan. E (M)
Soit pour les points de 'axe : M
B{—z) = B(z).
+
B{M")
Ml‘
Et en dehors de I'axe
z ' & <
B(M
M W
n- ]
\r
l“' 5
Sym [B(M)]
m Déterminons le champ B{z): z i 3
DFaprés expression de Biot et SnvarL J
Wi L,
B(M) = §a! FM, 0.,
- — R
Or 3l APM = PM3lui. e P
= I
Soit en projection sur l'axe z°z (puisque le champ B est porté
par cet axe) : o

Pr—
(8 APM) i, = PM8lii -, = PMsin@8]

Kot FMsmEI Jr'«u smE?m

«t Bz) = %P pmr © = ax pM?

. . a
§EP = 21a soit finalement avec sinf = i

lln sm"E

al

Bz ]I— a = | Blz)= %sinm{z}l (1)
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Al

1. Déterminer, en tout point de l'espace,
¥

Vexpression du champ magnétique B dans le cadre de lhypothése du solénoide infi-
niment long. On posera n = pm et B, = pgni.

2. Retrouver le résultat précédent par application du théoréme dAmpére.

Ce qu’i] faut saveir

E1.

« Régles de symétries,
* Champ magnétique créé par un solénoide (modélisation du solénoide droit « infini »).
* Théoréme d’ Ampére.

Ce gu’i] faut comprendre

B,

1. On décomposera le systéme en un ensemble de solénoides « emboilés » d'épaisseur
itfinitésimale dr,.

Seolutien

1. Pour le systéme proposé, les symétries restent les mémes que celles du solénoide
droit infini. On a donc :

¥

B = B(M)u.
De plus, les invariances selon z et selon B (coordonnées cylindriques d'axe z'z)
impliquent :

>

B = B(r)u,

On peut alors décomposer le systéme en solénoides d'épaisseur dr, que 'on va assimi-
ler & des solénoides droits infinis comportant un nombre 8#1° de spires par unité de lon-
BUEUr avec :

dz dz
dryt H
g
(pdz) -(ml.i2 ~ Rl]r = dn’dzi
dr dr,

(1)

D'oa | &n' = mp
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Exercice 712

Le champ magnétique associé vaut [cf. champ crée par un solénoide droit « infini ») :

—_ &
6B =0 pour r>r,
—3 — dr
B’ = uuﬁn'iu': pour r< r,=28B" = poni—— "
R,-K,
1l suffit maintenant de sommer les contributions de chaque solénoide élémentaire,

SR
= A lextérieur de tous les solénoides, onauradonc B= 0.

)
B=0 pour :|‘}1:".2

« Pour r < R, les champs créés par tous les solénoides s'ajoutent et :

K, dfl} =

u

EI R'_] - ]I'l .
&

* Pour R, < r < R,, seuls les solénoides de rayon supérieur a rcontribuent @ B, Ainsi :

-4 : 4 -
Bir =R} = pyni = | B{r<R,) = pyniu,

g - » H—l‘—}

L Ty 1
H-u'”‘llr mu: = E-—j.l.[,,mﬂ:t R:

D'oi le graphe donnant Bir):
R 1

By = pyni

"|-|r

o R, R,

Commentaire

[ Pour r < R, lesystéme se réduit bien évidemment & un solénoide droit infini comportant
= i spires par unité de longueur parcourues par le courant i,

¥
2. Ayant démontré que B = BLr}u.}: (. 1), om se propose d utiliser le théoréme d’ Ampére.

* Considérons le contour I, du plan de figure situé 5

dans le domaine r < R,. Le théoréme d'Ampére E q

" Beril

’I_,.[B] = circulation de B sur un contour I ; T L: """"" G AR ;’
ir = courant traversant toute surface orientée h

I
sappuyant sur . lci iy = 0 et ‘€(B) = B{r"}h - B{r)h.
D'oa Bir) = B(r").

On a bien un champ uniforme, noté B, pour r < R,.
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* On démontre de la méme fagon que B est uniforme pour r > |,. Notons-le B,.
* Considérons maintenant le contour I, On a:
hBy— hB(r) = pyig

r—R r
ol iq = 1+ ﬁ]-(m 'J g L I Y ;
T 4 R;-R, - lr
B e e T P e
-R —
soit: B(r) = Bn"“n”"l;—ﬂt' h
3Ty

» Le champ doit étre continuen r = R, et r = R,. Onabien B(R,) = B,.
[l faut donc que :

Bz = Bn_ Ll,:,lrf.
Il reste & utiliser |"argument que le champ B, est nul puisqu'il peut étre considéré comme
la résultante des champs extérieurs associés i des « solénoides emboités » d'axes 2z,
Deslors B, = 0 et By, = pni.

Yo R N
B(r=R,) =0
] . r— H.J = . Rz—l‘ =4

= = - =

B(R, <r=<R,) p.,:,m[l ﬂz‘ﬂu]u; u':'m[tz—R.u‘
5
Bir=R,) = pynix,

Comme il se doit.

L iMEATRE

(&%) Solénoide en forme de tore

N spires sont enrouldes sur un tore de section carrée (coté de longueur o) et de rayon
moyen R,

Elles sont parcourues par un méme courant 7, et on note & le flux total les traversant.
On supposera que le systéme est invariant dans toute rotation d'axe 2z (N grand ...).

Z A
E a
! AP
il : C I
i ------:- - i
| o | e
R
; R
2",
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m Détermination de B(r; z):

+
Le champ B est orthoradial, et B{r; z) est constant i r et z fixés. Nous pouvons donc

lui appliquer le théoréme d’Ampére en choisissant, pour le contour fermé I, un cercle
d’axe Oz et de rayon r contenu dans le plan z = constante.

POINT METHODE

Le théoréme d’ Ampére nous indique que la circulation du champ E SUr un contour
I' fermé est égale au produit de ji, {perméabilité du vide) par le courant algébrique
total i ¢ traversant toute surface orientée s"appuyant sur T,

Lefficacité de ce théoréme repose sur la possibilité de choisir un contour I sur lequel le
caleul de la circulation reste simple. Clest le cas lorsque les symétries sont suffisantes, ce
qui correspond 4 notre étude et justifie le choix, pour [T, d'un cercle d'axe Oz,

On a donc:
3 =
§H- ol = Wyir=Blriz)2nr = pyiy (1)

Plusieurs cas peuvent se produire : I

a
= Contour I'; tel que |z| = 3" —l|=r,
Il vient iy = 0, aucun courant n'étant enlacé par [}, et
donc B = 0.

a d R I -
— Contour T, telquelzl{ietrfiﬂ—i- =1=n
On a également pour laméme raison iy = 0etB=0.  — 777777 |
— Contour I, tel que |z| *Cg etr> R+g-

Cette fois-ci, 1 = 0 parce que les différents courants se compensent,d'od B = 0.

_’
On en déduit que le champ magnétique B(M ) est nul a l'extérieur du tore.

= Contour I' circulaire intérieur au tore.
Il est traversé, dans le sens de I'axe Oz, par un cou-
rant total i, = Ni, d'oii :

Bir;:z)Inr = p,Ni.

Soit un champ magnétique a l'intérieur du tore
défini par la relation :

HgNi— i a a
-ty - c.
TR, {(2) R s<r F1+2 et Jz| < =

=+
B=

+ '
2. Une spire est traversée par un flux ¢ = H B 1l BE. '

e R T .
Oricin = ug et B nedépendqueder.dnh
Ni N1 +3
llu Hdrdz _ IJn ; dzf :ni_
3 <R-% T

=4
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Exercice 113

R+
. 1o Nia 2
Finalement o = In
in p_®
2
1 R+ 2
. HgNia 2 .
Et pour le flux total @ = No = T In - (chaque spire est traversée par le
-2
2

méme flux ).
Le coefhcient L défini par @ = Li a donc pour valeur :

a
R+-=

Mig
L= 2
an R-E
2

3. Pour R sufhsamment grand devant a, on peut confondre dans I'expression (1) ret R

Eneffet,ona R—-2<r<R+2 st 1oL <l 14+ 2 2,
nelehonaR=3 =7 3 R R RTCR
A M. —

&Hl H"”‘buﬂm!;; [l ﬂl.':l = ﬂ.

Or 2nR représente la « longueur ! du tore = et ¥ le nombre n de spires par unité de

longueur. Nous abtenons done, dans 'approximation E L=

. =
B = Hyhitg

Il s'agit bien entendu du résultat classique obtenu pour le solénoide droit dit « infiniment
long ».

* Pour obtenir une expression approchée du coefficient L, développons le logarithme :

]'.[_.+.E 1+i 3
2 R| a PpN®a g N? .
e T TR T R T Mgy R )
2 2R

Soitavec n = % et ¥V = 2nRa? le volume du tore (pour R =2 a ) | L= pyn®V

Commentaires

+ Cette grandeur L représente en fait le coefficient d’auto-inductance du bobinage torique.
Il est proportionnel au carré du nombre de spires par unité de longueur et au valome du
tore,

* O peut considérer qu'un solénoide torique dont le rayon moyen R est grand devant les
dimensions caractérisant sa section constitue un modéle réaliste du « solénoide infini », Les

effets de bord (selon E; ) v sont inexistants puisqu'il se referme sur lui-méme. __I
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@ Ligne de champ

1.

Un solénoide droit présente une section circu- -
laire de rayon a. 5a longueur 2/ est trés grande a[
devant o et il posséde n spires jointives par unité ---4
de longueur. IL est parcouru par un courant i,

On sintéresse a la ligne de champ qui coupe le - N N
plan z = 0 & une distance r, de l'axe. Elle res- ! {

sort en traversant la face avant du solénoide en

un point A,

LR LR CEEE B T DR e EEE T

1. Quelle relation simple rele ry et ry ?

2. Dans le cas ol r; est petit devant g, déterminer U'expression donnant l'angle ©,
&
défini par 8, = (u,, B(A)).

Ce qu'i] faul savoir

a7,

= Notion de tube de champ.

3
« B est 3 Alux conservatif,

» Champ créé par un soléncide « infini » ; champ créé sur son axe par un solénoide
droit de longueur finie,

Ce qu’ﬂ faut cumPl‘endt‘e

1. Pour déterminer une relation entre ry et ry, on utilisera le fait que le champ magné-
tique est & flux conservatif. La longueur du solénoide étant trés grande devant son
rayon, on pourra assimiler le champ autour de O & celui du solénoide « inhini ». 1l res-
tera a évaluer la composante B, du champ créé sur le disque de rayon r, : le résultat
peut s'obtenir en juxtaposant deux solénoides identiques au précédent.

2. Uexpression de 'angle 8, nécessite la connaissance des composantes B (A) et B (A)
du champ magnétique en A, B{A) a été déterminé i la question précédente.

On calculera B{A) au voisinage de 'axe (r, <= a ) en considérant un petit cylindre

EY
centré sur 'axe et en lui appliquant la propriété « B est 4 flux conservatif ».
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Exercice 714

1%, Solutien

1.

& 1 POINT COURS
* Un tube de champ est la surface engen-

drée par leslignes de champ s"appuyant sur 111

une méme courbe fermée I, (cf figure). - -
I —n2

*Or le champ magnétique posséde la :

propriété d'étre & flux conservatif ce qui I, t\.

implique : =

i HEE-H_’,EI=HEE-:T.’EE

soit | (L) = P(L,) [, £, et L, étant orientées de la méme maniére.

* Considérons donc la portion de tube de champ délimitée par les disques D, (centre
O, rayon ry), Dy {centre OF, ravon r,) et par la surface latérale obtenue en faisant
tourner la ligne de champ EA autour de P'axe OO

i]:
rﬂ_f 0

- --1--------------------------lll------h-

\*\

[Yaprés ce qui préc&dc. NOUS GVons :

Or la section z = 0 est trés éloignée des bords du solénoide {en comparaison 4 la
dimension transversale a: [ == a ). Il est ainsi légitime de faire I'approximation

3
Biz=0;r)= ].lﬂm'u_: (champ du solénoide dit « infini = ).

Commernfaires
l Sur laxe, on a: 3 -
Mgt 3 3] ]“
Biz;0) = —-—-{cusﬂ = cosfl, ). vt —— gl Bl Tl e
I . O M z
Or cosl) = —————mm—
: Jat (=17
ef oosll, = S L S
' Ja? 4 [+ z)*

2 ] -
Pour z = 0, ifvient: B{0;0) = Holll ! = |J.Da|r'{l +:t—;] i

Om abien B{0:0) = ].J_,.Lrul:] +,,{”]] Wori pour @ <= [, _i

k-
=
+
o

[
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Soit ®(Lg)=(poni)-7ry (2)
quant & ®{E..), il s'exprime selon :

D(Ey) = J'j:u_ﬁ g BE.

£
Drn_};_-,r= u-:ctﬂ-ﬂ_;,-= Bz, ir)

dioit: D(E,) = _[jI B,z ; r) E.
soit encore :

(L) = Lrﬂﬁl{zu.;r}znrdr. (3)

Pour évaluer B,(z,;r), on peut faire la
remarque suivante : associons deux solénoides identiques au précédent en les placant
bout & bout (. hgure ci-dessous).

it A i
T RS T i
{(5,) o’ (5,)

i i
i i

—_—
Le soléncide 5, crée en A le champ B; | le solénoide 5,

le champ Il_'l'Jr Ces champs sont contenus dans le plan
défini par Oz et O°A, et ils sont symétriques par rap-
porta A'z. Deplus,ona B, = B}, = B(r) grandeur
que l'on cherche & déterminer.

Or I'association de 5, et 5, constitue un solénoide de
rayon a et de longueur 4/ dont O est le centre. On peut donc admettre avec une excel-
lente approximation ([ =& a ) que

] o
s, us, LAY = Mg

) ) * — — -
Soit puisque By s (A) = By +B; = 2B(z5-:r)u,.

Et Blzorir) = H0m  (4)
: . 1 Mgmiens
Léquation (1) devient, avec (2), (3) et (4) : pyriftry = TJ. 2ardr
o

Hi
et j.lnm'ﬂrﬁ = IJ-; ﬂ:ri = | ry= .ﬁrﬂ {5) pour [ = a.
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Exercice 71s

On rappelle que 5 étant un point fixe, on a :

—_ oM
grad [In{5M)] = I

On exprimera & en fonction de pg, 1,, [, et des distances AM et A'M.
On pourra prendre <P = 0 pour AM = A'M = 1,
b. Comment peut-on définir simplement les lignes de champ & partir de la fonction & ?

Montrer quil est possible de relier le probléme etudié 3 un probléme d'électrostatique
que U'on précisera.

4
¢. On se propose d'étudier le champ B en des points du plan xQy trés éloignés de A
ot A". On suppose donc que MA et MA” === AA’, Faire un développement du potentiel
&, En déduire que U'on a:

oM
O'M?
Comment faut-il choisir O° pour que cette approximation soit la meilleure possible ?
Que devient ce point pour I, = 1,7

* —* pﬂ P - ’
B{M}=u, A H(l,-l-!:} {0 point du segment AA").

B. On revient au cas oll [, = I, = 1 = 0 et on superpose au systéme précédent un

—_—
champ uniforme B, perpendiculaire 3 Ei, On obtient le réseau de lignes de champ
représenté sur les figures ci-dessous :

¥

Wi
\

Fig. 2
La figure 3 est un « zoom » de la figure 2.
Les figures 2 et 3 correspondent & B, = D,EE-
1. a. Commenter ces « cartes » de lignes de champ. On précisera la direction et le

_..
sens de E,}.

b. Donner Uexpression du nouveau potentiel d°(M).
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2, Mettre gualitativement en évidence deux lignes particuliéres L_ et L. et étudier
leur existence : on cherchera i déterminer les ordonnées des points dintersection de
L.et L’ avec l'axe Oy. En déduire une valeur critique B, de B,.

3. On suppose : B, > B_. Etudier rapidement les variations de B(y) pour y > 0.
Donner 'allure des lignes de champ.

Se]ution
A. 1. a. m Propriétés de symétries : ¥ i
* Le plan xOy est plan d"antisymétrie de la dis- . M
tribution de courants. Le champ magnétique au i -
point M de ce plan y est donc contenu : — -
+ P -
B(M) = B,(x; y)i,+ By(x: )it A O A x

Le champ ne dépend pas de z puisqu_je le systéme
est invariant par translation selon u .
« D'autre part, dansle cas otr 1, = [, le plan yOz est plan de symétrie. Il en résulte que :

—le champ sur I'axe y"y est perpendiculaire i cet axe :
B0:y) = FOII)
— En deux points symétriques N ¢t N du plan xOp, on a:
BON') = —Sym [B(N)].

¥ i

*
B(N)
—u—
N

A O AT

* Enfin, on peut considérer que le plan xOz est également plan de symétrie. Le champ

»
B est done, sur I'axe x'x, perpendiculaire i cet axe, et en deux points 5 et 5 du plan
x Oy symetriques par rapport 4 Ox, ona:

| >
Y B(S)
N s
v x
P 5
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A. 1. b. + Au voisinage de A (respectivement de A" ), U'influence du fil traversant le plan
xOy en A (respectivement en A"} est prépondérante et on aura des lignes de champ
entourant A {respectivement A"},

+ Loinde A et A" (pour MO == AA"), on doit retrouver des lignes de champ quasi cir-
culaires centrées en un point G du segment AA” (pour [, # [,, on n'a plus la symétrie
précédente et le point G ne se confond plus avec le point O... On verra dans la partie 2
qu'il s"agit en fait du barycentre de A(L) et A'(L,) ...).

« Il existe donc, une ligne critique constituée de deux lobes dissymétriques se rejoi-
gnant en un point C de champ nul. Ona:

+ [ I, %y
B(O) = £ - o Jo- y
C est défini selon (Ce [AA"]): Pt
N .
CA [, LA 0 E A x
Pour I, = 21,, cas correspondant & la fgure Treaaane -1

ci-dessous, il vient :
CA=2CA = AC = 2CA' = OC - 0A = 2(0A" - 0C)

d'odr: 30C = DA + 204’ = OC = %{—E,E-n- 2%0,5) = é pour OA’ = AD = 0,5,
.}rJl

On a pris:
* AOQ = 0A" =05,
=2, =0

Le point G est ici symétrique de C par rapport 4 O.

Commentaire

| Les lignes de chamyp restent symétriques par rapport a Ox, mais la symétrie par rapport &
Oy est perdue (1, = [,).
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Exercice 718

3
A. 2. a. Le champ B eréé dans le plan xOy par les deux fils droits est donné par :

—
HI]I | HE[:J".'I.]'

'-.' ]
HolyuglA’)

¥
B{M) =
(M) 2 AM

n A'M

—

e o C
iyl A) vecteur unitaire directement perpendiculaire au vecteur AM.

i E{A}
M
T’T’“/
A O A X
Or  ug(A) = i, A it (A)
i A > AMIDA) o AM
" AM T Mt T SAYVE
Finalement, nous abtenons :
* l-l e'LM .-'L’M

Et d'aprés le texte, A et A’ étant des points fixes du plan xOyp,

M
ATM!?

—
et = grad| In{A"M}].

Yo I:'-{Mj = u m{“—gmdfln[hM}}+

Pl —

in

zl

—
Fve = grad|In{AM)]

grad(In(A M}}}

i} -+ b —_—F
Sait: B(M) = u_ A grad@®(M) avec:
PiM) = I Jn{AM) +

A. 2. b. Considérons dans le plan xOy une ligne
équi-.
- — —
Ona B(M) = u_a gradd(M).
= —
Le vecteur E' = grad®{M) est normal en M &

—
la ligne équi-@. Le vecteur u, ~ grad®{M) est
donc tangent a cette ligne.

ﬁIa!.n{ﬁ M)
£
¥ i B(M) ﬁ’q,-,
M
= cste
0 x

avec les « équipotentielles » @ = cste,

_’
Il en résulte que les lignes de champ (de B ) se confondent
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Commentaire

est ainsi quon a pu tracer, sur ordinateor, les faisceaux de lignes de champ. ... _!

On peut également remarquer que ce potentiel est « analogue » 4 celui obtenu dans un
probléme d'électrostatique pour un systeme de d-:ux fils uniformément chargés (den-
sités linéiques &, et &, ). Les fils sont paralléles 3 i, et passent par A et A",

D'apres le théoréme de Gauss appliqué i chaque fl, pris séparément, on aurait :
| =t A AM E
. = 3. | = 1 fum M |
E,: 2nAMh E:u,j" 1= E, Tre, AM?
[¥Yoil au total :

L[, AM 4 AM)] 2 2. 2

_}
Au champ E,, on associe le potentiel électrostatique V(M) tel que (symétrie
eylindrique) :

AT, T
T T AMJ
. dv, Al
Soit --J;'I- = FEUE (r, = AM)
et V, = -lTEE_ﬂlm' {+cste).

Les équipotentielles, pour le probléme des deux fils chargés, sont définies, dans le plan
xQy, par:

U 10 (AM) + 2 In(A'M) = cs
n + n = .
2mE, Ine, eate

Quant aux équipotentielles du probléme réel (P = cste), elles correspondent & :

I |
%ln[ﬂM}+”" 2ln{A'M) = cste.

Dou
= = & = =
A Af A A’
fil charpé fil chargé fil parcouru fil parcouru
Ay Ay par [, parl,
*
équipotentielles = lignes de champ de B
A ol
E_u - L]
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Exercice 118

A. 2. ¢. On suppose maintenant que O°M =2 ALY, ¥ i M
O étant un point du segment AA”,

Faisons alors un développement limité du poten-

tiel @ -
]
b = 1,'23_1|HMM}+“0 Inf A'M) // :
ol ol A O |O A x
D = ;’ Mo (AM )+ ” ‘mm’m )= B+ Dy,
3 + 43
Or mM} = {D'M—D'A} = G'M —2{2}*#.-D'H+D'A

ey ey Sy L
0“M? 1-‘7“':’"",":"'Mq-":’;"1t .
0'M? O'™M!?

I ,:_ ,: :::
Dot @, = 2! In(O'M?) + In] 1 - 2QA OM  OA
4n 0"M? 0'M?
l-"lr: |-'u1;||r DM iy
et =S In(0M) + 4::{20141 Gh)
H Mg O'M vy S
soit: B 2—“:1,+]1}IntD M) - E{;Drml'“j{}’ﬁ+fzﬂ"ﬂﬂj 4 oo
"-F'.. P

@, correspondrait, pour le probléme d'électrostatique, & un fl droit de trace O dans le
plan xCy. Pour le probléme réel, il s"agit d"un fil droit parcouru par le courant I, + I, ;
@, serait associé 3 un terme dipolaire linéique... ;
@ se réduit d autant plus vite & @, que @, est nul, cest-a-dire que le point O est choisi
de telle sorte que :
— —_— -
LLO'A+L,0'A" = 0.
Introduisons le barycentre G des points A1) et A'(1,):
(I, +1,00°G = I,0'A + [,O'A" ([, + 1,20 ici donc G existe bien).

— 3
d'on 0'G = 0 et O se confond avec G.

Il en résulte que, suffisamment loin de A et A”, les lignes de champ se « confondent »
avec des cercles de centre G,

—1

Ha

BOM) =, a 52

4]
ot JJGM-‘-

~danslecas o [, = [,, G s'identific au point O ce qui est normal (symétrie) ;
~pour l, = 2l,, ona:

IGA+GA = 0= 2(0A-0G)+(0A" -0G) = 0 et 30G = 20A + OA’
et pour OA" = 0,5 = —0A, OG = —é {le point G est symétrique de C... ).
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B. 1. a. - Suffisamment loin des points A et A", les champs créés par les fils droits vont

—
devenir négligeables devant B, ; les lignes de champ doivent alors quasiment se con-

i
fondre avec des droites paralléles i la direction de B

_.'.
La figure 2 nous indique alors que le champ B, est paralléle & l'axe Ox.
_j.
By = Byir,

* D'autre part, pour [, = [, et fi: = Bﬂ;:, le plan yOz reste un plan syméirie :

— les lignes de champ coupent I'axe ¥’y & angle droit ;

— les lignes de champ sont symétriques par rapport a y'y.

Ce que I'on observe bien sur la figure 2,

Evidemment I'existence du champ E; = B,:,uq, détruit la symétrie par rapport i x'x.

Mais changer By en - B, reviendrait a faire, pour ce qui est du tracé des lignes de
champ, une symétrie par rapport i x x.

On passe d'une figure a I'autre par une simple rotation de x autour de Oz :

- o

-

I.=h- Bﬂ - Bn

Aﬂ'
ol

st L
2 T
ﬂ.
|=1=3- B‘ﬂ -_— Eln
Enfin, il est & noter que pour 1, =1,=1,>0, onaici B> 0. Pour s'en convaincre, il suf-

fit de prendre en compte la ligne de champ qui coupe "axe Ox en un point N tel que
ON > 0A".

)

o4
® >
"“-tt

¥ — ¥ & ——

I:]'I.E HI.!

o aw g o ™

B : N
et Pt ; - Fet o -
L= L = L F '.t‘ =
A ATy By X A A x
By =0 B, =<0

—
B, ; est le champ créé par les deux fils droits.

— —
B.1.b.Ona: B = B ,(M)+Byu,

-—3 - —F My ,
o B, (M) = u,sgradd avec O = ﬁ{I,]n{AMJ+IIEnLﬁ M)},

i

— —_—
Deplus: B, = I.’-Du_i = u_:;-.{-Bﬂu_z]l = H':,.F-. grad(— Byy).
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